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Chapitre 1

Introduction

1 Qu’est-ce qu’un probléme a frontiéres libres ?

1.1 Rappel d’un probléme classique bien posé

Soit 2 un ouvert borné régulier de /R". On considére les solutions u du probléme
suivant :

Au=f sur

u=g sur OS2

Si f e L3(Q),g € H2(Q), alors il existe une unique solution u € H(€).

1.2 Un probléme typique a frontiére libre

Soit 2 un ouvert borné de IR™ et une partition du bord 92 = I'yU T, ou I' est une
partie inconnue du bord de .

On cherche a résoudre le probléme suivant : trouver a la fois la frontiére libre T' (et
par conséquent €2) et la fonction u définie sur €2 vérifiant :

(Au=f sur
u=gg sur I

u=g¢g sur I' (Dirichlet)

ou
\ 8_n:h sur ' (Neumann)

En général il n’y a pas de résultat d’existence, d’unicité et de régularité des solutions
(T, u).



2 Quelques exemples physiques de problémes a fron-
tiéres libres

2.1 Le probléme de ’obstacle
Formulation faible

On considére un obstacle, c’est-a-dire une fonction 1 définie sur un ouvert borné
régulier €2 de IR". On tend une membrane au-dessus de 1’obstacle. Cette membrane est
représentée par le graphe d’une fonction u définie sur 2. On impose la contrainte :

u=g>1 sur Of)
(2.1)
u>1 sur {2

On cherche alors la solution « qui minimise 1’énergie suivante sous la contrainte (2.1) :

1
/—\Vu|2+fu
Q2

Il est possible de montrer que cette minimisation fournit une solution faible du pro-
bléme. La membrane a alors un contact tangent sur ’obstacle.

Formulation forte

Etant donnée une fonction u, on définit I’ensemble de coincidence :
F={u=v¢y}ccQ
La frontiére libre I' est le bord de I’ensemble de coincidence :
I'=0F
Le probléme consiste donc a trouver une fonction u définissant F' et I' telle que
(Au=f sur Q\F
u=g sur Of)

u=1 sur I'=0F (Dirichlet)

ou oY
o = o W I'=0F (Neumann)

. . Ou
Cette formulation est forte car on suppose pour définir n’ que la normale n a I est
n

bien définie, c’est-a-dire que I' est une frontiére réguliére.
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2.2 Le probléme de filtration
2.3 Le probléme de Hele-Shaw
2.4 Le probléme de Stefan (4 une phase)

2.5 Options américaines

3 But du cours

Il est tres difficile de travailler avec des solutions fortes pour les problémes & frontiéres
libres, car il n’existe pas en général de résultats directs d’existence de solutions fortes.

Nous allons donc définir des solutions faibles de problémes a frontiéres libres, pour
lesquelles I'existence (et 'unicité) est assurée. Puis nous allons développer une théorie
de la régularité des frontiéres libres, pour montrer que les solutions sont aussi fortes que
possible.

Nous renvoyons en particulier aux livres Kinderlehrer, Stampacchia [115], Friedman
[81], Rodrigues [149].

Dans ce qui suit nous utiliserons en particulier les articles suivant Caffarelli [41],
Weiss [168], Monneau [133].



Chapitre 2

Régularité de la solution du probléme
de 'obstacle

1 Le probléme modéle

On cherche & minimiser .
E(u) = / ~|Vul* + fu
Q2

pour
ue K={ueH(Q), u=gsurd, u>¢surQ}

Le résultat classique de minimisation de fonctionnelles strictement convexes, conti-
nues, infinies a I'infini, sur un convexe fermé K implique le

Theoréme 1.1 Si K # 0, alors il existe un et un seul minimiseur.

Remarque 1.2 En général on ne peut espérer aucune réqularité sur la frontiére libre

0{u = }.

Remarque 1.3 Une hypothése minimale pour obtenir de la réqularité sur O {u = 1} est
Uhypothése de non
dégénérescence :

f=AY >6,>0

Dans la suite nous allons nous restreindre a I’étude du probléme de I’obstacle modéle
dans lequel on a

v=0, f=1

Ainsi on s’intéresse a la minimisation :

1
inf F(u) :/—|Vu|2+u
Q2

ueK



ou
ue K={ueH(Q), u=gsurd, u>0surQ}

avec
g>0 sur Of)

2 Reégularité de la solution

2.1 Rappels de quelques résultats classiques (I)
Theoréme 2.1 Siu € HY(Q), alors u™(z) := max(u(x),0) € HY(Q) et

out  Ou
T Lius0y  pour presque tout x € Q

8@- - 890,

Schéma de la preuve du théoréme 2.1.
Cf. Brezis [?]

Définition 2.2 Soit Q2 un ouvert borné de IR". Soit k € IN\ {0}. On dit que 2 est de
classe C* si son bord O0) est localement le graphe d’une fonction C*, ce qui est équivalent
a dire que l’on peut écrire 2 sous la forme suivante :

re R, ®(xr)<0, ou ®eCk
Q pu—
et V&(x)#0, Vel

Theoréme 2.3 (Régularité elliptique, théorie L)
Soit Q un ouvert borné de IR™ de classe C*. Soit p € (1, +00). Il existe C = C(Q,n,p) >
0 tel que si g € W?P(Q) et si u € H(Q) vérifie

u=g sur 0, Aue LP(Q)
alors u € W*P(Q) et

lullw2ri@) < C ([|Aullze) + [lgllw2r)

Theoréme 2.4 (Injections de Sobolev)

Soit Q) un ouvert borné de IR"™ de classe C*. Alors on a les injections continues suivantes :

- . 1’ * \L—l_l
i) Sip <n, alors WH(Q) — LV o - =+ — .

i) Si p =n, alors W'P(Q) — L? pour tout q € [1,+00).
i) Si p > n, alors WP(Q) — C%(Q) ot av =1 — 5 €(0,1).



Rappelons que
[U]a;ﬂ _ sup ‘u<x> — u(Z’)’
vyeQaty T —Yl®
et
|ulase = [|ul| @) + [U]an
Alors I'espace
CO*(Q) = {u € C°(Q), Ju|a,0 < +00}

est un Banach pour la norme | - |,.0.

2.2 Reégularité de la solution et équation d’Euler-Lagrange

Proposition 2.5 St une fonction u minimise

1
E(u) :/—|Vu|2+u
q 2
sur
K={uce H;(Q), u>0 sur Q}
alors u minimise
1 9 N
E (u)= [ =z|Vu|+u
Q2

sur
H)(Q):={ue H(Q), u=g surdQ}

g

Preuve de la proposition 2.5.
Soit v € HY(Q), alors

B, () = B(u*) +%/Q|W|2 (2.1)

o v~ > 0 est définie par v = vt — v~. Ainsi

B\ (v) = E(v*)
et cela implique que

ue}?glf(sz) Ei(v) 2 ve}%{;m B') = Jgif( E(v)
Or par ailleurs on a
wettiy ) = L ) = 0 BO)
D’ou
inf E,(v)= inf E(v) (2.2)

veEHL(Q) veK

Ceci montre en particulier que tout minimiseur v de E sur K est aussi minimiseur de
Ey sur H}(Q).



Proposition 2.6 On a
lpsoy <Au<1 dans H'(Q)

Preuve de la proposition 2.6.
Soit ¢ € Hy(Q), et v =u+ e¢. Alors E, (v) > E,(u), cad

/wawce > —a/ﬂgw

¢ si u+ep>0

ou

(u+ep)t —ut
= +
c v si u+¢ep <0
€

Cz—::

i) Pour ¢ > 0, on a (. = ¢ et donc
0 < /VU-V¢+¢
Q

< < —Au + 1, ¢ >H—1(Q)><Hé(Q)

Ce qui signifie que
0<—-Au+1 dans H ()

ii) Pour ¢ <0, on a

1 ut
/ Vu - V(b —+ (Zﬁ . 1{u>—6¢} Z —8/ —‘v¢|2 + / —1{u+5¢§0}
Q 02 Q €

On remarque que lorsque ¢ tend vers zéro, on a la convergence suivante
¢ Lius—cpy — ¢+ L{us0y pour presque tout x € ()

Ainsi, le théoréme de convergence dominée de Lebesgue donne

/VU'V¢+¢'1{u>o}ZO
Q

D’ou
< —Au+ Lusoy, ¢ >m-1@)xmi(9)= 0

Ceci signifie que
—Au+ 1lg=0p <0 dans H'(Q)

Corollaire 2.7 Au € L>*(Q) et ||Au||re@) <1

Corollaire 2.8 Si Q2 est un ouvert borné de classe C* et g € C?*(Q) alors u € WP(Q)
pour tout p € (1,4+00), et u € CH* pour tout o € (0,1).
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Preuve du corollaire 2.8.
On remarque Au € L*(Q) implique Au € LP(Q2) pour tout p € (1, +00), car €2 est borné.
En appliquant le théoréme de régularité elliptique 2.3 on obtient la régularité W27 ().
Le théoréme des injections de Sobolev 2.4 appliqué & u et Vu donne u, Vu € C%*(Q)
pour v =1— %€ (0,1).

Corollaire 2.9 (Equations d’Euler-Lagrange)

La solution u vérifie

((Au=1 dans {u>0}NQ
u>0 sur €

Vu=0 sur 0{u=0} CC

( u=g sur 0O

Remarque 2.10 On retrouve, sous une forme faible, la condition % =0 surd{u=0}.

Preuve du corollaire 2.9.
Puisque u est continue sur , ’'ensemble {u > 0} est un ouvert.
i) Au = 1 dans {u > 0} d’apreés la proposition 2.6.
i) u > 0 sur €, d’ott Vu = 0 sur 9 {u = 0} car u € C(Q).
iii) Au = 0 dans {u = 0}’

3 Reégularité W2 de la solution

3.1 Rappels de quelques résultats classiques (II)

Theoréme 3.1 (Inégalité de Harnack)
Soit v solution de

Av=f sur By CIR"
v>0 sur By
Alors il existe une constante Cy = Cy(n) > 0 telle que
supv < Oy (infv + ||f+||Ln(B4)>
B1 B

Preuve dans le cas f = 0.
Cette preuve est fondée sur la formule de la moyenne (cf. Gilbarg-Trudinger [?]) :

1
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Ainsi soit x1, 25 € B1(0). Alors

1

v\ = — v
SO .

< 1
< — v
‘Bl| B3 (z2)

B3| 1

Bl |Bs| J gy

2)

| B3]
= —UlT
|Bl‘ ( 2)

= 3"v(x9)

D’ou
supv < 3"infwv
B B

ce qui termine la preuve du théoréme dans le cas f = 0.

Theoréme 3.2 (Estimations elliptiques intérieures)
Pour tout o € (0, 1), il existe une constante C' = C(n,«) > 0, telle que si v vérifie

Av=f dans B.(0)

alors ,
[Vl Lo,y + 721 fll Lo (5,

TQHDZUHL‘X’(B ) S C

r
2

+T2+a [f]Oé;Br

Remarque 3.3 Pourr =1, on a en fait

\v|2+a;3% <C (||UHLOO(31) + |f‘a§Bl)

3.2 La méthode de Alt et Phillips

Theoréme 3.4
D*u € Lj5()
Preuve du théoréme 3.4.
On sait déja que u € C*(Q) et u > ¢ > 0 sur 9. Soit alors pour § > 0 suffisamment
petit ouvert :
ws ={z €Q, 0<dist(x,{u=0}) <}
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Rappelons que d’apreés la proposition 2.6 on a
Au <1 sur €

Soit Yy € ws. D’aprés 'inégalité de Harnack appliquée a la fonction w(z) = u(yo + rz)
qui vérifie Aw < r2, on obtient

supw < C inf w+ ||| n )
B:(0) " (31(0) irlleea

et donc

sup u < Cy ( inf u+r2||1||Ln(B4))
By (y0) Bz (yo)

c’est-a-dire
sup u < Cy ( inf u+r2)

By (yo) Br(yo)

ot C}; = Cyl|1||1n(,)- Maintenant soit

r— u(yo)
2CYy
Alors
0 <u(y) < sup u < C%h inf u+ u(yo)
By (yo) Br(yo) 2
D’ou
inf u > (o) =7r2>0

B (yo) 20}{

Ceci implique en particulier que

u>0 sur B.(yy) pour r= (o)

207,

et donc
Au=1 sur B,(yo)

D’aprés 'estimation elliptique intérieure (théoréme 3.2) on a :
r|ID%ull s, oy < Cr ([ullle s, 4oy +72)

S Cto’l"2
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car
SUP g, (o) U <Yy (infBr(yO) u—+ 7’2)

< C (ulyo) +1%)
<< Oy (203 + 1)

= Ch(1 +2C,)r?
d’ou

1D%ul| (5 o)) < Co = Ce(1+ Cy(1+2CY))

En particulier | D?*u(y)| < Cy dés que By, (yo) C Q, or r = % D’ou ceci est vérifié
H
dés que 0 < dg. D’oul
1 D%ul| e (ws) < Co

Fin de la preuve.

Remarque 3.5 Par lestimation intérieure on a D*u € Li2.(Q).
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Chapitre 3

Mesure de la frontiére libre

1 Mesure de la frontiére libre

1.1 Rappels de quelques résultats classiques (III)

Theoréme 1.1 (Principe du maximum)
i) (faible). Siv e H(Q) et vérifie

Av >0 sur

Alors

maxv = maxv
Q oN

it) (fort) De plus si il existe xy € ) tel que

v(zg) = max v

alors
v = constante = v(xg)

Exercice : essayer de prouver le ii) a I’aide de 1'inégalité de Harnack.

1.2 Lemme de non dégénérescence

Lemme 1.2 (Non dégénérescence)
Si Av > 1 dans {v > 0} et zy € 0{v > 0}, alors
2
sup v > —
By (z0) 2n

12



Preuve du lemme 1.2
Soit w(z) = v(z) — 5= |z — xo[%. On a

Aw >0 sur B.(zg)N{v>0}=w

i) Soit ¢ € {v > 0}. Alors maxw < max w. Or
w W

Ow = Fl U FQ
ol
Iy = ((0{v>0}) N Br(x0)), TI'2=((9B,(x)) N{v>0})
Oron a
sur Iy w=—g|z—z> <0
sur I'y: W=7 — %
D’ou

r?
0 = < - —
< v(zg) = w(xo) mrzix <v Qn)

c’est-a-dire
2
r
max v > — + v(xg)
OB (x0) 2n

ii) Par continuité, on obtient le méme résultat pour zo € 0 {v > 0}, ce qui termine la
preuve du lemme.

1.3 Application & la mesure de la frontiére libre
Theoréme 1.3 On a la mesure de Lebesque :
0 {u=0}[ =0
Corollaire 1.4 La solution du probléme de ’obstacle vérifie
Au = 1ps0 sur (1.1)

Preuve du corollaire 1.4.
On a Au € L>(2). Or
Au=1 sur {u>0}

Au=0 sur {u=0}°

Et
O\ ({u>0}U{u=0}°) =9{u=0} =9 {u>0}

qui est de mesure nulle, d’ou le résultat.
La preuve du théoréme 1.3 est basée sur le
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Lemme 1.5
36,79 >0, Vage€d{u>0}, Vre(0,r),

dBs,.(y) C By(xg), u>0 sur Bs(y)

Preuve du lemme 1.5
On pose 29 = 0 € 9 {u > 0}. On a u(0) = Vu(0) = 0 et |[D?u||r(s,, (o)) < Co, d’oit en
écrivant

1
Veuly) = Veul0) + ly| | DE g uteu)i
0 Yy

on obtient
VUl Lo (B, 0)) < Cor

Le lemme de non dégénérescence 1.2 prouve que

1 /r\2 r
Vr <1y, 3Jye€ 83%(0), u(y) > o <_> _

En particulier, si x € Bs,(y) on a
[u(@) —u(y)| < |z —yll[Vull=s,,0)

< (207) (Cor)

= (2005) TQ
D’ou
u(r) > uly) — 2Ce0r2
> (L -2000) 12 >0 si 6 < e
c’est-a-dire

u>0 sur Bs(y)

Fin de la preuve.

Rappelons le résultat suivant :

Lemme 1.6 Si A C IR" est un ensemble mesurable, alors pour presque tout v € A , on
a
. | Br(z) N Al | Be(z) N A
limsup ——— =1 =liminf ———
e |B ot |B,]
Preuve du lemme 1.6
Admis, cf. Federer [?].
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Preuve du théoréme 1.3.
Si la mesure de Lebesgue de 9 {u = 0} est non nulle, alors il existe au moins un point
zo € 0{u = 0} tel que
limsup 6, (xp) =1

r—0t

o = P00 0)

Or d’aprés le lemme 1.6, il existe une boule Bs,(y) C B,(x¢) N {u > 0}, d’ou

| By (o) N0 {u =0} | < |B,[ — [Bs|

c’est-a-dire

|Bt5r|
0,(z0) < 1— —1-6"
| B, |

Contradiction.

Remarque 1.7 En particulier la région {u > 0} ne peut pas avoir de pointes en forme
de cusp.
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Chapitre 4

Blow-up

1 Notion de blow-up

1.1 Rappel du théoréme d’Ascoli (théoréme de compacité)

Theoréme 1.1 (Théoréme d’Ascoli pour les fonctions h6ldériennes)
Soit Q@ C IR™ un ouvert borné, et o € (0,1]. Soit (up)new une suite de fonctions
vérifiant :

llunllao < Co  (estimation a priori)

Alors il existe une sous-suite (U, )r €t us € C*(Q2), vérifiant
HuooHa;Q S CYO
||un,C - uoo||L°°(Q) ——k—+o0 0

Preuve du théoréme 1.1.
Cf. Brezis [?].
1.2 Rappel du probléme de 1’obstacle sur (2

Au=1 sur {u>0}
u>0 sur Q (1.1)

HDQUHLOO S C()
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1.3 Changement d’échelle et blow-up
Définition 1.2 On appelle blow-up de u en Xy la suite de fonctions u%, définies par :

e U(XO + an)
ug, (X) = BT
pour €, — 0.

Lorsque cela permettra d’alléger les notations sans introduire d’ambiguité, on notera
simplement
E=¢&n, U =uy,

En particulier on a

D> (X) = (D*u) (Xo +X)
d’ou

1D~ = || D?ull 1 < Ci

- X
et u® vérifie (1.1) sur % Si de plus X, € 9{u =0}, alors u(X,) = Vu(Xy) = 0

donc
u?(0) = Vu(0)=0
OrsiY =|Ye, et e, & € 8", alors
[Y]
E-Vu'(Y)=¢-Vu(0) + / dt D ju® (0 + te)
0

et
1Yl
us(Y) :u5(0)+/ ds e - Vu(se)

Y]
—0+/ ds/dtD2 (0 +te)

(|| D?uf|| e (,(0)) < Co

D’ou

[[Vus|| L (B,0)) < Cor

r? (1.2)

2
sup u® > —
By (0) 2n

\
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Proposition 1.3 Etant donné une solution u de (1.1) et un blow-up uy, vérifiant (1.2),
on peut trouver une fonction u%, : IR" — IR™ vérifiant (1.1) sur IR" et (1.2), tel que
0eo {ug(o = O}, et une sous-suite (ui?o’“)k telle que pour tout compact K de IR", on a

||U§?O'“ - Ug(0||01(1<) — k400 0

Remarque 1.4 La fonction u%@ est appelée une limite du blow-up uy. . Cette limite

n’est pas nécéssairement unique : elle dépend a priori du choix de la sous-suite extraite.

Preuve de la proposition 1.3

Etant donné un rayon R > 0 fixé, on a l'estimation (1.2) sur Bg(0). D’aprés le théoréme
d’Ascoli, on peut trouver une fonction fonction limite u° et une sous-suite convergent
vers u° sur Bg(0).

On peut faire le raisonnement avec une suite de rayons R croissant vers I’infini, et
par un argument d’extraction diagonale, on peut montrer qu’il existe une sous-suite telle
que

€ 0
VR > 0, ||u Tk — U ||Cl<m) — k400 0

En particulier u° satisfait (1.2), d’ou 0 € 9 {u® = 0}. De plus u° satisfait (1.1) car u
satisfait (1.1). La seule chose a vérifier est que

A’ =1 sur {u’ >0} (1.3)

Preuve de (1.3)
Soit Yy € {u® > 0}, donc u°(Yy) > 0. Ainsi, par continuité de u°, il existe Bs(Yp) telle
que

1
u’(Y) > 5uO(YO) >0 sur Bs(Yp)
Or v+ tend vers «° uniformément sur les compacts de IR". Ainsi
lu —u®| < sur  Bs(Yp)

u’(Yo)
4

pour k assez grand. Avec le choix n = , on obtient en particulier

u™ >n>0 sur Bs(Yy)

D’ou
Autr =1 sur  Bs(Yp)

Et par passage a la limite dans D'(Bs(Y))), on a
Au’ =1 sur Bs(Yp)

Fin de preuve.
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Chapitre 5

Formule de monotonie

1 Formule de monotonie

Theoréme 1.1 (Formule de monotonie)
Soit u une solution du probleme de l’obstacle sur Q, et Xy € Q tel que B,,(X,) CC Q.

Soit . . .
D, x,(r) = / ~|Vul* +u — / u?
0 rnt2 Br(Xo) 2 prn+3 9B, (Xo)

Alors @, x, € C*((0,7g]) et

d 1 / ( u(X) ) ?
— (P, r)= e V| ——— 0
dr ( 7Xo) ( ) yn—2 BB (Xo) ‘X _ X0|2
. X — Xy o ,
ol e, = m En particulier, Uapplication r — ®,, x,(r) est croissante.
— Xo

Preuve du théoréme 1.1.
Posons Xy = 0. Soit

R B
) = /Bﬁ\vm +u
e uEX)
u®(X) = =

Alors on a l'invariance par scaling

U, (g) = U, (r)

Donc

c’est-a-dire



Or

d 1
d_g{\I’u5<T)}\€=1 - W/B Vu-VU+U
ou J
U= %(us)k:l =X -Vu—2u
D’ou J )
— (7, = —Au+1 :
< (W) () {/U< - >+/8&Uvu n}
Or
U(-Au+1)=0
car

—Au+1=0 si u>0

U=0 si u=0

Ici toutes les dérivations sont justifiées car D*u € L5° (). D’ou

Soit w = % Alors
r

ou ow
2 —_9 277
o rw—+r o

ou o
TE — QU, =T E

D’ou
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ouon a

_df 1 / 2
~dr | 3 0B,
D’ou )
d 1 ow
19, _ ad
d {®uo(r)} rn—2 /E)BT or
avec

Fin de preuve.

2 Application aux blow-up

Theoréme 2.1 Soit Xy € 0{u > 0} et u%, une limite de blow-up en X,. Alors u%, est
homogéne de degré 2, c’est-a-dire

uS, (AX) = Nk, (X)  pour tout A >0

et

‘I)ug(07o(7“) = constante = ,}L%L D, x,(p)

Preuve du théoréme 2.1.
Soit (X )
c u(Xo +¢€
i (X) = S

Alors pour une sous-suite extraite on a convergence suivante dans C} .

(") :

Enk 0
uXo — U’Xo
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et par conséquent a r > 0 fixé, on a

@, 1) — i o)

UXO,
Or d’apreés I'invariance d’échelle on a

(I)u;';k 0 (T) = CDU,XO (Enkr)

— constante = @, x,(07) := lim, o+ P, x,(p)

Ici la limite @, x,(0") existe d’aprés la monotonie de p — @, x,(p). De plus cette limite
est finie car on a les bornes suivantes sur v :

|1 D?u|| (B, (x0)) < Co

|| Vul| Lo (B, (x0)) < Cor

r2

[l Lo (B,(x0)) < Co'y
ce qui garantit que pour tout p on a

(PU,XO (P) > _Cl > =00

D’ou
<I>uoX070(r) = constante = @, x,(0")
o d 1 a0 (ul% (X)\|
u
dr (%g(o,o) )= 2 LBT(O) or (&7\2)
D’ou u%{(?’ ne dépend que de 0 = %, ¢’est-a-dire

o8, (0 = 1P ()

Fin de preuve.

Corollaire 2.2 L’ensemble {ug(o = 0} est un cone.
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Chapitre 6

Classification des limites de blow-up

0.1 Rappel du théoréme de Liouville

Theoréme 0.3 Soit v vérifiant

Av=0 sur IR"

Alors v = constante.

Preuve du théoréme 0.3.
Soit m = infpn v > —00 et w = v — m. Ainsi

Aw=0 sur R"
w>0 sur R"
infrnw =0

Alors d’apreés I'inégalité d’Harnack on a

0 <supw < Cyinfw
B, Br

Or infp, w — 0 lorsque r — +o00, d’ott supg w — 0 et supp. w = 0 ce qui implique
que w = 0, c’est-a-dire v = m = constante.

Corollaire 0.4 Si la mesure de l’ensemble {ug(o = 0} est nulle, alors il existe une ma-
trice Q), de type n X n vérifiant trace(Q) =1 et Q) > 0, telle que

1
u%, (X) = §tX-Q-X
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Preuve du corollaire 0.4.
On note u® = u%,. Puisque la mesure de Lebesgue de {u%, = 0} est nulle, on a

A’ =1 sur IR"
Soit &,¢ € 8", et v = DZ.u’. Alors
Av=0 sur IR"

D’aprés le théoréeme de Liouville, on a v = constante. Soit maintenant X € IR" et
o(t) = u°(tX). Ainsi on a

o(t) = 6(0) + t(0 /ds/da<z>"

D’ol une évaluation en ¢t = 1 donne

t s
u® :O—i-O—i-(/ ds/ dcx)Di(XuO
0 0

1
= 5 X (DM X

Fin de preuve.

0.2 Classification en dimension 2

D’aprés le résultat d’homogénéité (théoréme 2.1), toute limite de blow-up en dimen-
sion n = 2 s’écrit

u’(X) =1r%g(0), avec r=|X|, 0=
et rappelons que u vérifie
Au® = 1g050p sur  IR?
ud >0

UO S CI(BQ), ||D2u0||Loo(R2) S CO

Or l'opérateur de Laplace en coordonnées cylindriques s’écrit :

BUNANEY
ror r@r r2 062
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Cela donne avec 6 € St = [0, 27T)périodique

49(0) + ¢"(0) = 1(yny sur S
g>0

g€ C(8Y), 9"l < Co

La ou g > 0, les solutions explicites sont
1
g(0) = Acos(2(0 — 6y)) + 1

Posons 6y = 0, les autres solutions s’obtenant par translastion en 6. Quitte a changer
en ¢ + 3, on peut supposer que A > 0. On a alors trois cas.
Cas1:0< A< i
Alors g > 0 sur S!, cela fournit une solution.
Cas2: A> 4
Alors g > 0 sur l'interval (—6,,60;), avec 6, € (0,7/2). D’ou ¢'(6,) # 0. Contradition
avec le fait que g est positive et C'. Il n’y a donc pas de solutions.
Cas 3:A=1
Alors on a 1 1
g(0) = 1(008(29) +1) = §<COS2<9)) laon ¢g>0

Ainsi la fonction suivante est une solution

scos?f  si 0e(—m/2,7/2)
90(0) =

0 sinon
D’o1u, ou bien
9(0) = g0(0)
ou bien
9(0) = go(6 + )
ce qui est la méme solution & translation prés, ou bien

1
g(0) = 5 cos? 0

Conclusion
A translation prés sur 6, i.e. & rotation prés des fonctions, on trouve deux types de
solutions :

1
—af si x>0
u’(X) = r?go(0) =

0 si l‘1§0
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ol bien avec 0 < A4 <

N

1+24 0

ou Q= >0,
0 T —2A

avec trace(Q) = 1.

0.3 Théoréme général de classification des limites de blow-up

Lemme 0.5 Soit « = «(n) la constante définie par

a = (I)u(l),O(r - 1)

ol
1, )
§x1 st 1 >0
uf(X) =
0 st 21 <0
Alors a > 0

Plus généralement, utilisant des arguments de type principe du maximum, on peut
établir le résultat suivant :

Theoréme 0.6 (Théoréme de type Liouville, classification des limites de blow-

up)
Soit u une solution au probléme de l’obstacle et Xy € {u > 0}. Soit

" U(XO + EnX)
i, (X) = M=)
avec €, — 0. Alors il existe au moins une sous-suite (¢, ) telle que la suite de focn-
tions (ui?ok) converge (uniformément sur tous les compacts de IR") vers une limite u%, .
Réciproquement, notons ug(o toute limite d’une sous-suite (ui?o’“) convergente. Alors ou
bien

i) lim, o @y, x,(r) =a >0

et il existe un vecteur unitaire v (qui dépend a priori du choiz de la sous-suite (ui?o’“) )
tel que

1
u%, (X) = 3 (max(0, < X,v >))?

ou bien
i) lim, 0 @, x, (1) =200 > 0
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et il existe une matrice Q) de type nxn symétrique, positive ou nulle, vérifiant trace(Q) =
1 (cette matrice QQ dépend a priori du choiz de la sous-suite (uiﬁf)) tel que

uO(X):%tX-Q-X

Définition 0.7 Les points Xo € {u > 0} de type i) sont appelés points réguliers de la
frontiére libre.
Les points Xy € {u > 0} de type i) sont appelés points singuliers de la frontiére libre.

On écrit
0{u=0}=RUS
ot
R={Xo€d{u=0},®,x,(0") =a}
S={Xo€d{u=0},9,x,(0%) =2a}
Interprétation.

— Q u(x,.x,)=1/2 (max(x,.0))

u’=0

— @ W= 12k

Fi1G. 6.1 — Limites de Blow-up

u =

Proposition 0.8 S est fermé.
Corollaire 0.9 R est un ouvert de 0 {u =0}, et S est un fermé de 0 {u = 0}.

Preuve de la proposition 0.8.
Soit X € S tel que X§ — Xj. On veut prouver que X, € S. Si Xy € S, alors Xy € R
et donc

D, x,(r) — «
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lorsque r tend vers zéro. Soit rg > 0 tel que

Par ailleurs on a

D’ou par passage a la limite on tire
(I)u,Xo (To) Z 20&

Contradiction.
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Chapitre 7

Etude des points singuliers

1 Une formule de monotonie pour les points singuliers

Rappelons que I’on écrit
0{u=0}=RUS

ou
R={Xo€d{u=0},®,x,(0") =a}

S={Xo€d{u=0},9,x,(0%) =2a}

1
Theoréme 1.1 Soitv=—-"'X-Q-X >0 ot Q est une matrice n X n symétrique veri-

fiant trace(Q) = 1. Si u est une solution du probleme de l’obstacle et si Xy € S alors la

fonction
1
Uy (1) = / (u(Xo+-) —v)* est croissante en
»X0 7’"+3 9B,(0)

Remarque 1.2 Lorsque cela ne sera pas nécessaire, on ommettra v dans [’expression
VY (1), en la notant simplement W, x,(r).

Preuve du théoréme 1.1.
On considére une fonction v vérifiant

(I)U,O(T) =2a = q)u7X0 (0+)

Ceci est en particulier vérifié par la fonction v du théoréme.
Soit alors
w=u(Xg+:)—wv

29



Par intégration par partie on calcule
q)U7XO (r) - ¢U7XO (OJr)

= Dy x, (r) — (I)v,0<r>

1 1
= T"+2/B §|Vw|2+Vv~Vw+w
1 )
— 3 w” + 20w
r 3B,
1 1
- Tn+2/ §|Vw|2+w(1_AU)
| R |
——03 w” + " rwn- Vv — 20w
r 9B, r 0B,
1 1
- Tn+2/ §|Vw|2+w(1_AU)
! / 2y 1 (X - Vv —20)
— w — w(X - Vv —2v
7’"+3 9B, 7’"+3 B,

1 / 1
= ——wAw+ w (1 — Av)
rnt2 g 2

1 /
+ w(X -V —2v)+1
rn+3 9B, ( )
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ou

1 1
I = 3 / —rwn - Vw — w?
TnJr OB, 2
1 / 1 oOw 9
= —Wr—" — w
3 Jop, 2 Or

RN
C 4ypn—2 op, Or \ rt
_rf / 9 (v
B e A
N { OB, 7“4}
_rd

dr rn+3 8Br

At

dr | rnt3

4
r

q>|ﬁ

(¢U7XO (T) - ¢U7XO (O+))

2
+T”+3 /BT {wAw —2w(1 — Av)}

4
o /33 w(X - Vv —2v)

Or d’aprés la formule de monotonie on a

(I)U,Xo (T) - (IDU,XO (0+) >0
et par ailleurs le v choisi dans le théoréeme est homogéne de degré 2, donc

X -Vv—-2v=0
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et vérifie
Av =1

On calcule alors (avec u qui signifie ici u(Xo + -))

0 si u>0
wAw = (u —v)A(u —v) =

d 1 5
l >
dr {T"+3 /BBrw } 20

Ceci termine la preuve du théoréme.

v
o

Lemme 1.3 Soit ug(o un blow-up limite de u en Xy (celui-ci pouvant a priori dépendre
de la sous-suite extraite). Alors on a

v 1 0 2
W 0) = g [ (k)

Preuve du lemme 1.3.
Remarquons que 'on a

s olr) = W er)

Or pour une sous-suite extraite (¢'), on a la convergence en norme C* uniformément sur
€ 0 A ’

tous les compacts de uf, vers uy, , donc a r fixé on a

Ve o(r) — Pug ()

Xo’ uXo’
Par ailleurs par la monotonie de ¥, x,, on a
W x0 (€'7) = Wi, x,(07)
u,Xo\ET u, X0

On en tire I’égalité
\Ilu,Xo (0+) = \I/ug((),()('f’)

pour tout r > 0, ce qui termine la preuve du lemme.

Corollaire 1.4 Pour tout Xy € S, il existe une unique matrice n X n symétrique
Qx,, positive, vérifiant trace(Qx,) = 1 telle que la limite uS, de tout blow-up

u(Xo +eX
u, (X) = %, est unique et est donnée par

1
ug(o = étX ' QXO - X
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Preuve du corollaire 1.4.
Supposons qu’il existe deux limites possibles v!,v? obtenues par blow-up, c’est-a-dire
telles qu’il existe deux sous-suites (¢’) et (£”) telles que

4 1
UXO — U

et

1

U, — v

On voit d’apreés le lemme 1.3 que

vl =) =00 (07) = v? —v)?
3 9B.(0) ( ) X0 ( ) rnt3 9B, (0) ( )

En faisant le choix v = v', on obtient le résultat.

2 Dépendance continue du blow-up limite

Rappelons que S est fermé.

Proposition 2.1 L’application
Q: S — My
Xo — Qx,
est continue.
Corollaire 2.2 [l existe un module de continuité o tel que
VX0, Y0 €S, [Qx, — Qx| < o (| Xo — o)

Preuve du corollaire 2.2.
Cela résulte de I'uniforme continuité sur les compacts.

Preuve de la proposition 2.1.
Soit X — Xj. Etant donné ¢ > 0, fixons r > 0 tel que

‘;[]%XO(T) S \I/u,XO(OJr) +¢€
Remarquons que a r fixé, on a

\Ilu,Xgl (OJr) < \I’u,Xg (T) - \D%XO (T)
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D’ou
limsup ¥y, xn (07) < U, x,(07) 4 ¢

n—-4o0o

ou ¢ est arbitraire, ce qui signifie que

lim sup WU7X3(0+) < U, x,(07)

n—-+o0o

c’est-a-dire )
. 1
limsup,, ., faBl(O) (§tX ' QX(’)L X = U)

2
= faBl(O) (53X - Qx, - X —0)
1¢

Le choix v = 3" X - Qx, - X implique
Qxp — Ux,

ce qui termine la preuve de la proposition.

Proposition 2.3 I existe un module de continuité o tel que pour tout Xy, € S, pour
tout r > 0, on a

0 < W« (r) <o?(r) pourle choiz v =u%,

Preuve de la proposition 2.3.
Par contradiction.

Définition 2.4 Soit pour k =0,....,.n — 1

S ={Xo €S, dim Ker Qx, =k}

Ainsi .
S=Js
k=0
Proposition 2.5 Pour chaque k, [’ensemble
n—1
Fk = U 8]'
j=k
est fermé.
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Preuve de la proposition 2.5.
Soit X € F), avec X] — Xy € S. Alors

nl_lgloo QX{; = Qx,
D’ou
k <lim sup (dim Ker QX{)») < dim Ker Qx,

n—-+o00

Ceci prouve que Xy € Fj.

Proposition 2.6 I existe un module de continuité o tel que pour tout Xo, Yy € S,,_1 =

F, 1, ona
dist <}/(J7 Xo + Ker (QXO))

1Yo — Xo

< o (|Xo = Yol)

Preuve de la proposition 2.6.
Supposons qu’il existe une suite de points X, ' € S, tels que

dist (Yg", Xg + Ker (Qxz))

>4§>0
Yo — X¢'|

Ye = Xg[ — 0
Quitte a extraire une sous-suite on peut supposer que
X6L7Ybn - XO S Snfl

et que (pour un choix judicieux du systéme de coordonnées)

1 1

étX : QXO X = 53:%
Soit alors
en =Yy — Xg| — 0
et " "
= Ybn _X(;L —, gn-1
Yo — X3

ou la convergence des v™ a lieu encore une fois quitte a extraire une sous-suite. On
considére alors le blow-up

En
Le probléme se réécrit ainsi :

dist (V",Ker (QX{)L)) >6>0
uy, (V") =0
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Ainsi

Ceci prouve que

En utilisant le lemme (dont la preuve est laissée au lecteur)
Lemme 2.7 Ker QX{; — Ker Qx,

On obtient
dist (v, Ker (Qx,)) >0 >0

ugfo(u) =0

Le deuxiéme ligne implique que
1 2
Z =0
5 (1)

alors que la premiére ligne implique que v; # 0. Contradiction.

3 Description de ’ensemble singulier

3.1 Rappel du théoréme d’extension de Whitney

Theoréme 3.1 (Théoréme d’extension de Whitney)
Soit A un compact de IR™ et deux applications

f:A— IR
Tf:A— R™?
telles que
limsup |Tf(b) —Tf(a)|]=0
a,beA,la—b|—0
“ b T b
ey {0 =0 = Tf(@) -6~
a,beA,la—b|—0 ‘b - CL‘

Alors il existe une application C! :

g:R" — IR
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telle que
9a =1, (V9)|A =Tf

3.2 Application a I’étude de ’ensemble singulier

Proposition 3.2 Soit Xy € §,,_1. Alors il existe un rayon rx, > 0 et un compact A de
la (n — 1)-dimensionnelle boule B, (0) C Ker Qx, ~ IR""", et il existe une application

f:A— (KerQx,)" ~ R
tel que en définissant
Y A — By (Xo) CR"

w = p(2) = Xo + (o, f(2))

on a
Sp1 N Brxo (XO) = w(A>

Preuve de la proposition 3.2.
Cette proposition est un corollaire de la proposition 2.6, en définissant A par la projection
orthogonale suivante :

A = Proj Sn_1 N By (Xo))

Ker @x, (

Proposition 3.3 On définit T sur A par

ol
n = (ny,n,) € Ker Qx, x (Ker QXo)l

n| =1

IR-n* = Ker Q)
Alors (f,Tf) satisfait aux hypothéses du théoréme 3.1 d’extension de Whitney sur A.

Preuve de la proposition 3.3.

Cette proposition est un corollaire de la proposition 2.6, en remarquant que n =
1

W(V‘f ,1) lorsque f est régulier.

Corollaire 3.4 S,_; est contenu dans une hypersurface C*.

37



Remarque 3.5 Une analyse similaire permet de montrer que les Sy sont localement
contenus dans des variétés C' de dimension k.

Conclusion
La recherche de propriétes qualitatives sur I’ensemble des points singuliers se rencontre
dans beaucoup d’autres dommaines. Suivant les cas des techniques similaires peuvent
s’appliquer ou pas. Citons en vrac :

— Les surfaces minimales

— Le probléme de Mumford-Shah en traitement d’images

— Les problémes a frontiéres libres & deux phases

— Le probléme de 'obstacle d’évolution

— L’équation de la chaleur non linéaire

— Les équations de Navier-Stokes

— L’étude des singularités des systémes elliptiques non linéaires

— etc.
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Chapitre 8

Etude des points réguliers

1 Exemple de non unicité des limites de blow-up

On regarde le probléme de I'obstacle (un peu plus général que précédemment) sur
un ouvert €2, pour une fonction f continue sur €2 :

Au = [ 1o
w0 (1.1)

ueCl, ||D2U||Loo§00

Contre-exemple
Il existe une fonction f continue, et une solution u de (1.1), et un point X, € €,
régulier au sens de notre définition avec f(Xo) = 1, tel que les limites u%, des blow-up

U5, (X) = @ ne sont pas uniques (cas d’une spirale infinie).
Cela montre que 'unicité des limites de blow-up est délicate (et peut dépendre de la

régularité de f).

2 Unicité des limites de blow-up et conséquences

A notre connaissance, il n’y a pas de méthode générale et simple de preuve de I'unicité
des limites de blow-up pour les points réguliers.
Néanmoins il est possible de prouver le résultat suivant :

Theoréme 2.1 Si f € C%*(Q) pour un o € (0,1], et si X, est un point régulier d’une

solution u de (1.1), alors la limite u%, des blow-up uS, (X) = % est unique.

Pacons-nous dans le cas ou f =1

Ainsi on a !
ul, = 5 (max(0, < X, vy, >)°
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ou le vecteur unitaire vy, ne dépend que du point X, (et non pas de la sous-suite
extraite).

I est alors possible d’en déduire (comme cela a été fait dans le cadre des points
singuliers) :

Corollaire 2.2 L’application

est continue.

Un raisonnement similaire a celui utilisant le théoréme d’extension de Whitney dans
le cadre des points singuliers, permet de déduire le résultat suivant :

Theoréme 2.3 La partie R de la frontiére libre est localement une hypersurface C*.

Cela justifie en particulier la définition de I’ensemble R des points réguliers.

3 Vers plus de régularité sur la frontiére libre

On a le résultat suivant

Theoréme 3.1 Lorsque f = 1, l'ensemble R de la frontiére libre est une hypersurface
analytique.

Idée de la démonstration
Supposons que la limite du blow-up en 'origine soit

WO(z) = %(max(o,xl))Q

avec x = (z1, ..., ¥,). Kinderlehrer, Nirenberg et Spruck ont introduit pour ce probléme
la transormation de I’Hodographe-Legendre :

u(@) — v(y)
avec
v(y) = u(z) — 211
y=(Y1,...,yn) avec y; = 8‘9—1“1, Y=, 1=2,..,n

Ainsi la frontiére libre est envoyée localement sur I’ensemble {y; = 0}, et ’ensemble
{u > 0} localement sur {y; > 0}. Il est possible de traduire 'EDP sur u en une EDP
sur v. La théorie de la régularités des solutions d’EDP elliptiques avec conditions sur le
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bord y; = 0 s’applique et donne une certaine régularité sur la solution v.
On remarque par dérivation que

_ov
oy

On conclut que I'équation de la frontiére libre est

r =

ov
Ir = _8—y1(y1 = O,ZCQ, ,SL’n)

et donc la régularité de la frontiére libre est celle de V.
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