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Chapitre 1

Opérateurs fermés et
opérateurs m-dissipatifs

Dans ce chapitre nous commencons par les propriétés générales des opérateurs
linéaires fermés et m-dissipatifs.

Dans ce chapitre H est un espace de Hilbert et X un espace de Banach.

1.1 Opérateurs fermés

Définition 1 Soit D C X un sous espace vectoriel. Un opérateur linéaire
non borné est une application de D dans X.

Remarque 1 1. Un opérateur est un couple (A,D). D, noté parfois D(A)

ou D4, est appelé domaine de A.

2. Changer le domaine peut changer considérablement l’opérateur. Voir
les exemples ci-apres.

3. Tous les opérateurs que nous allons considérer sont densément définie,
i.e. tel que D(A) = X.

4. Deuz opérateurs (A,D ) et (B,Dp) sont égauz si et seulement si Dy =
Dg et pour tout x € Dy on a Ax = Bx. On dit B est une extension
de A, AC B, si Dy C Dp et si pour tout x € Dy on a Ax = Bz.

5. L’appellation “borné”, “non borné” sont dues au fait que pour les
opérateurs linéaires, la continuité est équivalente a l'inégalité: ||Azx| <
C||lx|| pour certaine C' > 0 et tout x € X, i.e. la bornitude sur la boule
unité.

Exemples.
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1. Soient X := BC!(R) l'espace des fonctions bornées et continiment
différentiable de dérivée bornée, Y := BC(R) et A := %. I1 est clair
que A € L(X,Y) est un opérateur linéaire borné.

2. Soit X, := BC™(R), pour tout n > 1. A™ := (d/dx)" est un opérateur
linéaire borné de X,, dans X,,_1.

3. Soit H := L*(Q) (2 C RY) et I'on définie 'opérateur (A,D4) avec
Dy = {f € C*(Q); flao = 0} and A := Zi% est un opérateur
linéaire non borné densément définie (puisque, pa} exemple, D(Q)) C
Dy).

La notion d’opérateurs dont le graphe est fermé joue un role important:

Définition 2 L’opérateur (A,D4) est dit fermé si et seulement si pour toute
suite (xn,) C Dy telle que x,, — v € X et Ax,, — y € X alors x € Dy et
y = Azx.

Remarque 2 1. (A,Dy) fermé est équivalent a G(A) = {(z,Az); z €
D4} (le graphe de) est fermé dans X x X.
2. Par linéarité cette définition est équivalente au suivant: pour tout
(xn) C Dy tel que x,, — 0 alors Ax,, — 0.
3. La fermeture d’un opérateur (si elle existe) (A,D4) est la plus petite
extension fermée de A. On dit dans ce cas que A est fermable. Elle est
notée A. Il s’agit de l'opérateur dont le graphe est G(A).

4. Si D C Da est un sous espace on note par A|p, appelé la part de A sur
D, lopérateur tel que Ajp C A avec domaine D(Ajp) = {z € D; Az €
D}.

5. Par le théoréme du graphe fermé, Si A est fermé et Dg = X alors A
est borné.

Si un operator (A,DA) est injectif, l'opérateur A=1: ImA — X est définie.

Définition 3 Soit (A,D ) un opérateur linéaire fermé sur X et A € C. On
dit que X € p(A), Uensemble résolvant de A, si A — A est une bijection de
Dy dans Im(A — A) = X et son inverse est borné. On appelle spectre de A,
o(A) le complémentaire dans C de p(A): p(A) = C\o(A).

Proposition 1 L’inverse d’un opérateur injectif est fermé.
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Preuve. Soit A: Dy C X — Y un opérateur injectif, X et Y étant des
espaces de Banach. Le graphe G(A™!) = ®(G(A)) donc fermé, on @ : E x
F — F x E est 'homéomorphisme ®(x,y) = (y,z). O

Remarque 3 1. Soit A un opérateur fermé sur X. Si A\ — A est bijectif
de Dy dans X pour un certain X\ alors (A — A)~! est continue de
Im\ — A = X dans X car fermé (par la proposition précédente et le
théoréme du graphe fermé). Alors \ € p(A).
2. Le spectre de A est réunion des trois ensembles disjoint suivants:

(a) op(A) le spectre ponctuel: l’'ensemble de toutes les valeurs propres
(donc X € o,(A) veut dire que A — A est non injectif).
(b) Si A € a(A)\op(A) donc A — A est injectif mais non surjectif
(Im(\ — A) # X ). Deux cas se présentent:
— Si Im(A — A) nest pas dense, on dit alors que \ € o,.(A) le
spectre résiduel.
— Si Im\ — A est dense, on dit alors que A € o.(A) le spectre
continue.

Lemme 1 Soit A un opérateur fermé et injectif et X € p(A), A # 0. Alors
/N € p(A7Y) et

Al —A D = A —A) T = A - 22— AL

Preuve. A — A7 = - A71(A - A)A~! (ont le méme domaine ImA). Alors
A7t — A1 est bijective de D(A™!) sur X et son inverse est —AAR(\,A).
Mais —AR(A,A) + AR(X\,A) = Id, on obtient ainsi le résultat. O

Proposition 2 Soit A un opérateur fermé. Alors
1. Le spectre o(A) est un fermé de C.
2. L’application A € p(A) — R(NA) € L(X) est analytique.

Proof. Nous allons utiliser un résultat similaire pour les opérateurs bornés
(voir par exemple [5, Theorem 2.1.1]).

Si 0(A) = C rien a démontrer. Sinon, en translatant A par un certain
A € p(A) on peut supposer que 0 € p(A). Soit B := A~1L.
1. Par le lemme 1, 0(4) = {\ # 0; A= € o(B)} et puisque o(B) est
compact, o(A) est fermé.
2. Par le lemme 1, R(\,A) = —A"!BR(\"!,B), alors I'application \ +—
R(A,A) est analytique sur p(A)\{0}. Comme o(A) est fermé, il existe A\g €
p(A), Ao # 0. Par translation on voit que lapplication A — R(\,A) est
analytique sur p(A)\{\o}. O
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Remarque 4 Pour tout fermé non vide S de C on peut construire un
opérateur fermé dont le spectre est S':

Puisque S est non wvide, soit (\,) une suite dense dans S. On considére
Vopérateur A sur H := (*(N), avec domaine ’ensemble des suites (z,,) € H
tel que (\pzy) € H, et A(xn) = (Anxn) (A est appelé opérateur de multipli-
cation). Il n’est pas difficile de vérifier que A est fermé, densément définie,
et 0(A) =o0p(A) =S.

1.2 Opérateurs m-dissipatifs

Définition 4 Un opérateur linéaire (A,D(A)) sur un espace de Banach est
dit dissipatif si pour tout A > 0 et tout © € D(A) on a ||(A—A)z|| > A||z||.

Voici quelques propriétés de ces opérateurs

Proposition 3 (Propriétés.)
Soit (A,D(A)) un opérateur dissipatif. Alors
(i) Pour tout A >0, A — A est injectif et

_ 1
I =4 2] < Sl

pour tout z € Im(A—A) = (A — A)D(A).

(i) X\ — A est surjective pour un certain \ si et seulement s’il est surjectif
pour tout A > 0. Dans ce cas on a |0,00[C p(A).

(iii) A est fermé si et seulement si Im(A — A) est fermé pour un certain
(donc pour tout) A > 0.

(iv) SiIm(A) C D(A), en particulier si A est densément défini, alors A est
fermable. Sa fermeture A est aussi dissipative et vérifie Im(\ — A) =
Im(A — A) pour tout X\ > 0.

Preuve. (i) Direct.

(ii) Supposons que (u — A) est surjectif pour un certain p > 0. D’aprés (i),
e p(A) et |[R(,A)] < % Par le développement du résolvent en série, cela
montre que |0,2u[C p(A), et la dissipativité de A implique que [|[R(A,A)]] <
%, pour tout 0 < A < 2u. De proche en proche on montre le point.

(iii) A est fermé si et seulement si A — A est fermé pour un certain (donc
pour tout) A > 0. Ceci est équivalent & R(A,A): Im(A — A) — D(A) est
fermé, donc si et seulement si son domaine, i.e. Im(A — A) est fermé.

(iv) Soit (x;,) une suite de D(A) tel que z, — 0 et Az, — y. Pour tout
w € D(A) et tout A >0, on a

INA = Az, + (A= A)w|| > A| Az, + w]|.
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Faisant tendre n — oo, on obtient || — Ay + (A — A)w > A||w]|, et donc
| =y +w— Aw| > [lw]]. Faisant A — oo, | g+ wl| > [ul], on choisit

w € D(A) arbitrairement proche de y € Im(A), on obtient y = 0. Le reste
peut étre obtenu par calcul direct. O

Il est clair que tout opérateur qui vérifie 'inégalité de Hille-Yosida est
dissipatif. Le théoreme suivant est une sorte de caractérisation:

Définition 5 Un opérateur dissipatif (A,D(A)) tel que Im(A—A)D(A) = X
pour un certain (donc pour tout) X > 0 est dit m-dissipatif.

Le résultat suivant donne une condition ”simple” pour qu’un opérateur
dissipatif soit m-dissipatif.

Proposition 4 Soit (A,D(A)) un opérateur densement définie. Si A et A*
sont dissipatifs, alors la fermeture A de A est m-dissipatif.

Preuve. Il faut montrer que Im(A — A) est dense dans X. Supposons le
contraire, alors par le théoreme de Hahn-Banach il existe * € X* \ {0}
tel que pour tout x € D(A), < (I — A)xz,xz* >= 0. Alors z* € D(A*) et
< z,(I — A*)x* >= 0 pour tout x € D(A). Par densité de D(A), on obtient
(I — A*)z* = 0 ce qui contredit la dissipativité de A*. O

Le cas hilbertien est tres intéressant, d’autant plus que ’on peut donner
une version ”"plus pratique” du théoreme de Lumer-Philipps. On rappelle
d’abord

Proposition 5 Soit H un espace de Hilbert. Alors (A,D(A)) est dissipatif
si et seulement si Re < Ax,x >< 0 pour tout x € D(A).

Preuve. Si A est dissipatif, on a, pour tout A > 0 et tout € D(A)
—2)\ < Az,x > +22||Az|]? = ||z — Mz|* — ||z|]* > 0.

En divisant par A, puis A — 0, on obtient < Ax,z >< 0, pour tout z € D(A).
Inversement, pour tout A > 0 et z € D(A)

o = Aaz|]? = [l2]]2 = —2) < Azz > +X2] Az|]? = [l

ce qui montre que A est dissipatif. O

Définition 6 Soit A un opérateur linéaire dans un espace de Hilbert H, de
domaine dense. On dit que A est auto-adjoint (respectivement anti-adjoint)
st A* = A (respectivement si A* = —A).
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Proposition 6 Soit A un opérateur auto-adjoint négatif dans un espace de
Hilbert H. Alors A est m-dissipatif.

Preuve. Comme A est négatif, A (et donc A*) est dissipatif (5). En utilisant
le corollaire 4, il suffit de voir que G(A) est fermé, ce qui est vraie car

G(A) = G(AY). O

Corollaire 1 Soit A un opérateur linéaire densément défini dans un espace
de Hilbert H tel que G(A) C G(A*). Alors A est m-dissipatif si et seulement
si A est auto-adjoint négatif

Preuve. En appliquant la derniére proposition, il suffit de montrer que
si A est m-dissipatif alors A est auto-adjoint. Soit (z,y) € G(A*) et soit
z:=1x— A*zr = x —y. Puisque A est m-dissipatif, il existe v € D(A) tel que
z =v— Av et puisque G(A) C G(A*),on av € D(A*) et z = v— A*v. Donc
(I —A*)(v—u) =0. Or A* est dissipatif, par 3(1), v —u=0. A=A4* O

1.3 Exercices

Le Laplacien dans un ouvert de RY: Théorie L? et théorie Cj.

Théorie L?: Soit Q un ouvert de RY et X = L?(Q) considéré comme
espace de Hilbert réel. On définit I'opérateur A sur X par

D(A) := {u € H}(Q), Au € L*(Q)},
Au = Au, u € D(A).

Alors on a

Proposition 7 (A,D(A)) est m-dissipatif de domain dense. De plus A est
auto-adjoint négatif.

Remarque 5 Si la frontiére de Q2 est bornée et de classe C2, alors D(A) =
H?(Q) N H(Q) avec normes équivalentes (voir [1, théoréme IX 25])

Théorie Cy: Soit € un ouvert borné de RV et Y = L*(Q). On définit
l'opérateur B sur Y par

D(B) :={u € H}(Q)NY,Au € L®(Q)},
Bu = Au, u € D(B).

Alors on a
Proposition 8 (B,D(B)) est m-dissipatif dans L>°(Q2).

Lemme 2 (voir [3, Théoréme 8.30]) Si la frontiére de S est Lipschitzienne,

on a D(B) C Cy(QQ) :={u e C(Q),u =0, sur 0Q}.

Ce lemme nécessite des changements...
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Chapitre 2

Semi groupes et problemes
de Cauchy

Comment résoudre un probleme de Cauchy associé a une équation différential
(EDO ou EDO) de la forme

!/

u = Au t>0
(2.1)

u(0) = up.
Si A est un nombre ou bien une matrice, alors la solution est sous la forme
u(t) = eup.

La forme de cette solution dépend certainement de la possiblité de définir

la fonction exponentielle: Dans les deux cas ci dessus, méme si A est un

opérateur linéaire borné, e*4 est définie par une série:

AT
€A = E —.
n!
n>0

Mais quel sens donner & et si A est un opérateur linéaire non borné? Est ce
que tout opérateur admet une exponentielle? On va essayer dans ce chapitre
de répondre a ces questions.

Comme références concernant ce chapitre on peut consulter [1,2,4,5,6,8
et 10]

Dans tout ce chapitre, et sauf mention du contraire, X est un espace de
Banach, et A un opérateur linéaire non borné.

2.1 Cy-semi-groupe

2.1.1. Definition. Une famille (G(t))¢>0, d’opérateurs linéaires bornés sur
X, est dite semi-groupe fortement continue ou bien C)-semi-groupe,
si elle vérifie:

1. G(t+s) =G(t)G(s) = G(s)G(t), t,s > 0,
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2. G(0) =1,
3. Pour tout z € X, 'application
[0,00] — X
t — Gtz

est continue.

2.1.2. Remarques:
1. La premiere propriété est la propriété exponenetielle.
2. En utilisant 1, il est fagile de montrer que la condition 3 est équivalente
a la continuité en zéro. D’ou I'appellation Cy-semi-groupe.
3. Si A est un opérateur borné, on a alors 'uniforme continuité: La fonc-
tion

[0,00] — L(X)
t — G(t)

est continue. On peut méme prouver qu'il y a équivalence (en appli-
quant le théoreme de graph fermé et le théoreme 1.8).

2.1.3. Lemme. Soit w : [0,00[— R une fonction majorée sur tout interval
borné et sous-additive (i.e. w(t+s) < w(t) +w(s)). Alors

inf w = lim M
t>0 t t—oo t

Preuve. Notons d’abord que les deux membres de 1’égalité peuvent étre
—00. Soit wy = inft>0@ et soit v > wy. Il existe alors t5 > 0 avec
w(tp)/to < . For t > 0, ils existent n € N et 0 < r < to, tels que w(t)/t <
(nw(to)+w(r))/t. Lorsque t — oo, n/t — 1/tg et w(r)/t < supgepo o[ w(s)/ts
alors
lilrnsupM < w(to) <x
t—00 t to

2.1.4. Proposition. Soit (G(t)) un Cy-semi-groupe. Alors la limite

1
v 1 1BIC]

t—o00 t

existe (ou bien —o0). En addition pour tout v > wy, il existe une conctante
M, > 0 tel que |G(t) < Mye. Ce nombre, wy, est appelé le type du semi-
groupe.

Preuve. De la propriété exponentielle, on voit que la fonction log [|G(t)|| est
sous-additive. De plus, comme ¢ — G(t)z est fortement continue, elle est
bornée sur tout intervalle bornée, et par le théoreme de Banach-Steinhauss,
|G ()] est bornée sur tout intervalle. Par le lemme précédent, wy existe et
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est I'inf. Pour tout v > wy, il existe ¢y tel que log ||G(t)||/t < v pour tout
t > tg, i.e. |G(t)|| < €. Prendre alors

M, :=max(l, sup e ).
tel0.to] Gl

2.1.5. Exemple. (semi-groupe Shift) Soit X = L?(0,1) et soit

Glonl(a) = { e+ Sekest

Alors G(t) =0, pour t > 1. Le type est —oc.

2.1.6. Definition. Le générateur A: D(A) C X — X d’un Cy-semi-groupe
(G(t)) est 'opérateur
Az = Jim FDE =T
tl0 t

définie pour tout x dans son domain
D(A) := {z € X | la limite existe}.

2.1.7. Remarques:
1. Az n’est autre que la dérivée en zéro de la fonction continue ¢ ——
G(t)x.
2. Cette définition est valable pour les cas ou A est borné.

3. Il n’est pas clair que D(A) ne soit pas trivial. On va voir plus tard
qu’en fait c’est un sous-espace dense de X.

2.1.8. Lemme. Soit (A,D(A)) le générateur d’un Cy-semi-groupe (G(t)).
Alors
1. A:D(A) C X — X is a linear operator.

2. Pourx e X,
1 t+h

ilzl—>1% h G(s)xds = G(t)z.

3. Size D(A) ett >0, alors G(t)xr € D(A) et

d

5 (G)2) = AG(t)x = G(1)Aw.

4. Pour tout x € X and toutt > 0, fot G(s)xds € D(A) et

A (/Ot G(s)a:ds) = G(t)z — .
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5. Pour tout x € D(A) et tous s,t > 0,
t t
G(t)r — G(s)x :/ G(7)Axdr :/ AG(7)zdr.
S S

Preuve. 1. est trivial.
2. Calcul direct en utilisant la continuité de ¢t — G(t)x.
3. Soit x € D(A) et h >0, on a

Gt+h)x—Gt)r G(h)—1 G(h)x — =z
. = b G(t)x = G(t) . )
et
G(t)x — Gt —h)x G(h)x — =
. =G(t—h) -

Il suffit de faire tendre h — 0F.
4. Soit h > 0, on a
_ t t
G(hl)ll/ G(s)xds = / (G(s+h) —G(s))zds
0 0
1 t+h 1 h
- - - ds.
) G(s)xds h/o G(s)xds

En utilisant 2, la limite est G(t)z — x.
9. Direct. U

2.1.9. Théoréme. Le générateur d’un Cy-semi-groupe est un opérateur
fermé densement définie qui détermine le semi-groupe d’une fagon unique.
Preuve. D’aprés 2.8.2, x = limy,_, g+ % foh G(s)x ds, ce qui prouve la densité
du domaine. Soit maintenant (z,) C D(A), z, — x et Az, — y. Alors, par
2.1.8.5, G(h)xy, — xp = foh G(s)Ax, ds. Par passage a la limite on obtient

h
Gh)r —x = /0 G(s)yds.

On divise par h, puis faire tendre h — 0. O
2.1.10. Exemples (Shift semigroup).
1. Soient X = LP(R), p > 1 et (G(t)f)(x) = f(x +t), pour t,xz € R.
(G(t)) définie un Cp-(semi)-groupe. Le générateur est
Af = f,
avec domaine

D(A) :={f € LP(R)| f absolument continue et f’ € LP(R)}.
2. Soient X = BUC(R), et (G(t)f) (x) = f(x +t), pour t,x € R. (G(1))
définit un Cy-(semi)-groupe. Le générateur est
Af = f,
avec domaine

D(A) :={f € BUCR| f est dérivable et f' € BUCR}.
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2.2 Théorémes de Hille-Yosida

Le probleme fondamentale de la théorie de semi-groupe est la caractérisation
des générateurs de semi-groupe.

2.2.1. Definition. Un semi-groupe (G(t)) est dit de contractions si pour
t>0,||G@)] <1

2.2.2. Lemma. Soit (A,D(A)) un opérateur fermé densement définie. On
suppose qu’il existe w € R et M > 0 tels que [w,00[C p(A) et ||AR(NA)| <
M pour tout A > w. Alors:

(i) pour tout x € X, AR(N\,A)x — x lorsque X — oo.

(ii) pour tout x € D(A), NMAR(MNA)x = AR(\A)Ax — Ax lorsque X —

00.

Preuve. Si y € D(A), alors AR(N\,A)y = R(\A)Ay + y. Cette expression
converge car ||R(A\A)Ay|| < &L, et par densité du domaine on obtient le
premier point. Le deuxieme point est une conséquence du premier point et
par le fait que A est fermé. O

Ce lemme suggere une approximation bornée A, de A.

2.2.3. Theoreme de Hille-Yosida. (Cas de contraction).
Soit (A,D(A)) un opérateur linéaire sur un espace de Banach X. Les pro-
priétés suivantes sont équivalentes:

D(A)) enegendre un Cy-semi-groupe de contractions.
D(A )) est fermé, densement définie, et pour tout A > 0 on a \ €
) e

(1) (4,
(ii) (A,
p(
IAR(AA)| < 1.

(iii) (A,D(A)) est fermé, densement définie, et pour tout X\ € C, ReA > 0

ona € p(A) et
1

RNA)| < =—
IROA) < 2
Preuve. Il suffit de montrer (ii)==(ii).

Shéma de la preuve: On pose A, := nAR(n,A) = n?R(n,A) —nl et T,(t) :=
exp(tA;,) et on démontre les points suivants:

1- T(t)x := limy, oo T (t)x existe pour tout z € X.

2- (T'(t)) est un Cp-semi-groupe.

3- (A,D(A)) est le générateur.

2.2.4. Definition. L’opérateur (A,D(A)) est dit générateur d'un Cy-groupe

si et seulement si A et —A engendrent des Cp-semi-groupes (G1(t)):>0 et
(G2(t))e>0 respectivement. Le groupe (G(t))er est alors définit par

[ Gi(t) sit>0
Glt) = { Gol(t) sit<0.
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On obtient alors:

2.2.5. Corollaire. (Cas de groupe d’isométries)
Soit (A,D(A)) un opérateur linéaire sur un espace de Banach X. Les pro-
priétés suivantes sont équivalentes:

()
(i)

A,D(A)) enegendre un Co-groupe d’isométries.
A,D(A)) est fermé, densement définie, et pour tout X € R\ {0} on a

D
D(A
€ p(A) et

S~

IAR(NA)] < 1.

(iii) (A,D(A)) est fermé, densement définie, et pour tout A € C\ iR on a

A€ p(A) et

1
Al < ——.
IR < ey

2.2.6. Théoréme de Hille-Yosida. (Cas général)
Soient w € R et M > 1, (A,D(A)) un opérateur linéaire sur un espace de
Banach X. Les propriétés suivantes sont équivalentes:

(i) (A,D(A)) enegendre un Cy-semi-groupe (G(t))i>0 vérifiant pout tout
t>0

IG(®)] < Me**

(ii) (A,D(A)) est fermé, densement définie, et pour tout X > w on a X\ €
p(A) et pour tout n € N on a

1A = w) ROAA)™(| < M.

(iii) (A,D(A)) est fermé, densement définie, et pour tout A € C, ReA > w
et toutn € N, on a X € p(A) et

1
n <7'
IROAY| < oy

2.2.7. Théoréme de Hille-Yosida. (Cas de groupes)
Soient w € R et M > 1, (A,D(A)) un opérateur linéaire sur un espace de
Banach X. Les propriétés suivantes sont équivalentes:

(i) (A,D(A)) enegendre un Cy-groupe (G(t))ier vérifiant pout tout t € R
G| < Met

(ii) (A,D(A)) est fermé, densement définie, et pour tout X\ € R, |\| > w
on a X € p(A) et pour tout n € N on a

I(IA] = w) RN A" < M.
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(iii) (A,D(A)) est fermé, densement définie, et pour tout X € C, |[Re\| > w
on a X € p(A) et pour tout n € N on a

1

[R(AA)" | < (RN = w)”

2.3 Opérateurs dissipatifs et semi groupes de contrac-
tions

Vu I'importance de la classe des générateurs des semi-groupes de contrac-
tions, on va essayer de les caractériser.

2.3.1. Definition. Un opérateur linéaire (A,D(A)) sur un espace de Banach
est dissipatif si pour tout A > 0 et tout z € D(A) on a ||(A— A)z| > A||z]|.

Voici quelques propriétés de ces opérateurs

2.3.2. Propriétés. Soit (A,D(A)) un opérateur dissipatif. Alors
(i) Pour tout A >0, A\ — A est injectif et

_ 1
IO = A) 2] < Sl

pour tout z € Im(A — A) = (A — A)D(A).
(ii) A — A est surjective pour un certain X si et seulement s’il est surjectif
pour tout A > 0. Dans ce cas on a |0,00[C p(A).

(iii) A est fermé si et seulement si Im(\ — A) est fermé pour un certain
(donc pour tout) X > 0.

(iv) Si Im(A) C D(A), en particulier si A est densément défini, alors A est
fermable. Sa fermeture A est aussi dissipative et vérifie Im(\ — A) =

Im(\ — A) pour tout A > 0.

Preuve. (i) Direct.

(ii) Supposons que (u — A) est surjectif pour un certain p > 0. D’aprés (i),
e p(A) et |[R(u,A)| < % Par le développement du résolvent en série, cela
montre que |0,2u[C p(A), et la dissipativité de A implique que [|R(A,A)|| <
%, pour tout 0 < A < 2u. De proche en proche on montre le point.

(iii) A est fermé si et seulement si A — A est fermé pour un certain (donc
pour tout) A > 0. Ceci est équivalent a R(X\,A): Im(A — A) — D(A) est
fermé, donc si et seulement si son domaine, i.e. Im(A — A) est fermé.

(iv) Soit (x;,) une suite de D(A) tel que z,, — 0 et Az, — y. Pour tout
w € D(A) et tout A >0, on a

INA = A)zy, + (N = A)w|| > N[z, + w]|.

A|wl], et donc
||wl|, on choisit

Faisant tendre n — oo, on obtient || — Ay + (A — A)w

>
| —y+w— +Aw| > |w]|. Faisant A — oo, || — y + w| >
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w € D(A) arbitrairement proche de y € Im(A), on obtient y = 0. Le reste
peut étre obtenu par calcul direct. O

Il est clair que tout opérateur qui vérifie I'inégalité de Hille-Yosida est
dissipatif. Le théoreme suivant est une sorte de caractérisation:

2.3.3. Théoréme. (Lumer-Philipps)
Soit (A,D(A)) un opérateur dissipatif densement défini. Alors les assertions
sutvantes sont équivalentes
(i) La fermeture A de A enegendre un Co-semi-groupe de contractions.
(ii) Im(A — A) est dense dans X pour un certain (donc pour tout) \ > 0.
Preuve. (i) = (ii) Par le théoréme 2.2.3, pour tout A > 0, Im(A—A4) = X.
On conclut en utilisant par 2.3.2(iv).
(19) = (i) Par le méme argument, la densité de Im(A — A) implique que

(A — A) est surjective. Le point 2.3.2(ii) montre que |0,00[C p(A), et la
dissipativité de A implique ’estimation
— 1
pour tout A > 0. Le théoreme 2.2.3 termine la preuve. O
Ce théoreme justifie la définition suivante:

2.3.4. Definition. Un opérateur dissipatif (4,D(A)) tel que Im(A—A)D(A) =
X pour un certain (donc pour tout) A > 0 est dit m-dissipatif.

Avec cette définition le théoréeme de Lumer-Philips dit que A est m-
dissipatif si et seulement, si A engendre un Cp-semi-groupe de contractions.

Le résultat suivant donne une condition ”simple” pour qu’un opérateur
engendre un Cp-semi-groupe de contractions.

2.3.4. Corollaire. Soit (A,D(A)) un opérateur densement définie. Si A et
A* sont dissipatifs, alors la fermeture A de A engendre un Co-semi-groupe
de contractions.

Preuve. Par le théoreme précédent, il suffit de montrer que Im(\ — A) est
dense dans X. Supposons le contraire, alors par le théoreme de Hahn-Banach
il existe * € X*\ {0} tel que pour tout = € D(A), < (I — A)z,x* >= 0.
Alors z* € D(A*) et < x,(I — A*)z* >= 0 pour tout x € D(A). Par densité
de D(A), on obtient (I — A*)z* = 0. Appliquant 2.3.2(i) on aboutit a une
contradiction. g

Le cas hilbertien est trés intéressant, d’autant plus que ’on peut donner
une version "plus pratique” du théoreme de Lumer-Philipps. On rappelle
d’abord

2.3.6. Proposition. Soit H un espace de Hilbert. Alors (A,D(A)) est dis-
sipatif si et seulement si Re < Azx,x >< 0 pour tout x € D(A).
Preuve. Si A est dissipatif, on a, pour tout A > 0 et tout =z € D(A)

“2) < Awz > + X[ Ae|? = [l — Me|? ~ o] > 0.
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En divisant par A, puis A — 0, on obtient < Az,z >< 0, pour tout x € D(A).
Inversement, pour tout A > 0 et x € D(A)

lz — Az||* — ||z]|* = —2X < Azz > +237(|Az|® > ||=||?

ce qui montre que A est dissipatif. O

2.3.7. Corollaire. (Lumer-Philipps, cas hilbertien)

Soit (A,D(A)) un opérateur linéaire densement défini dans un espace de
Hilbert H. Alors A est m-dissipatif si et seulement, si A engendre un Cy-
semi-groupe de contractions.

2.3.8. Exemple. (Semi-groupe shift) Soient H = L?(0,1), et Af = f’ avec
domain D(A) = {f € H'(0,1) |u(1) = 0}. 11 est clair que D(A) est dense
et que le spectre est vide. De plus, on a pour tout u € D(A), < u,Au >=
—3u(0)? < 0. Alors A engendre un semi-groupe de contractions (celui de

1.5)

2.3.9. Definition. Soit A un opérateur linéaire dans un espace de Hilbert
H, de domaine dense. On dit que A est auto-adjoint (respectivement anti-
adjoint) si A* = A (respectivement si A* = —A).

2.3.10. Proposition. Soit A un opérateur auto-adjoint négatif dans un
espace de Hilbert H. Alors A est m-dissipatif.

Preuve. Comme A est négatif, A (et donc A*) est dissipatif (2.3.6.). En
utilisant 2.3.4, il suffit de voir que G(A) est fermé, ce qui est vraie car
G(A) = G(A"). O

2.3.11. Corollaire. Soit A un opérateur linéaire densement défini dans un
espace de Hilbert H tel que G(A) C G(A*). Alors A est m-dissipatif si et
seulement si A est auto-adjoint négatif

Preuve. En appliquant la derniére proposition, il suffit de montrer que
si A est m-dissipatif alors A est auto-adjoint. Soit (z,y) € G(A*) et soit
z:=x — A*r = x — y. Puisque A est m-dissipatif, il existe v € D(A) tel que
z =v— Av et puisque G(A) C G(A*),onav € D(A*) et z =v— A*v. Donc
(I — A*)(v —u) = 0. Or A* est dissipatif, par 2.3.(1), v —u=0. A= A*. O

On termine cette section par un résultat trés utile pour la caractérisation
des générateurs de groupes unitaires.

2.3.12. Théoréme de Stone. Soit (A,D(A)) un opérateur densement
définie. sur un espace de Hilbert H. Alors les propriétés suivantes sont
équivalentes

(i) A engendre un groupe unitaire.
(ii) A est anti-adjoint,(i.e. A* = —A)
(iii) A et —A sont m-dissipatifs.
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Preuve. (i) = (ii) 1. Si A engendre un groupe unitaire, alors G*(t) =

G~L(t) = G(-1).
2. —A C A*. En effet, soient x,y € D(A), on a
< Ary> = —lm <G<t>m—xy> — _lim <$G<t>y—y>
t—0 t t—0 t

-1 .
= —lim <x,G Dy y>
t—0 t

G _

—t
= —lim <x,(iyy> =< x,Ay >,

t—0

ce qui prouve que x € D(A*) et < —Az,y >=< A*z,y >.
3. —A = A*. Soient x € D(A), y € D(A*) on a

~ m <w,G‘1(t)y - y>

t—0 t
G(—t)y —
= PI% <m,(iyy> =< z,Ay >,

ce qui prouve que y € D(A) et donc —A = A*.

(11) = (i17) Pour x € D(A), on a < Az,x >=< z,A%x >= — < z,Az >.
Donc < Axz,x >= 0. Ceci prouve que A et —A sont dissipatifs. On conclut
comme pour la proposition 2.3.11.

(791) = (i) Direct. O

2.4 Probleme de Cauchy abstrait

On revient au point de départ: résoudre le probleme de Cauchy abstrait
(i.e. & valeurs dans un espace de Banach)

(PCAy) { Z'((t)) - vﬁf(t) + f(t) telo,T]

ou t représente le temps, T' > 0 fixé, f:[0,7] — X continue donné, u est
une fonction a valeurs dans X, A: D(A) C X — X un opérateur linéaire,
et ug € X la donnée initiale.

Dans cette section on suppose que (A,D(A)) engendre le Cp-semi-groupe

(G(t))1>0-

2.4.1. Definition. Une fonction u: Ry — X est dite solution classique
de (PCAy) si u est continuement différentiable, i.e. u € C([0,T]; X) N
C([0,T]; D(A)) (i¢i D(A) est considéré comme espace de Banach muni de
la graph de norme), et (PCAy) est vérifié (ug € D(A)).
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2.4.2. Proposition.
1. Pour tout up € D(A), la fonction
wt — u(t) = G(t)uo

est l'unique solution classique du (PCAyp).

2. Siu est solution classique de (PCAy). Alors u vérifie (formule de la
variation de la constante):

u(t) = G(t)up + /0 G(t—s)f(s)ds. (2.2)

Preuve. Le premier point est évident. Soit maintenant g(s) := G(t— s)u(s).
Alors

% — _AG(— s)uls) + Gt — s)(s)
= —AG(t — s)u(s) + G(t — s) (Au(s) + f(s)) = G(t — s)f(s).
Alors

9(t) — 9(0) = u(t) — G(t)up = /0 G(t — 5)f(s) ds.
]

On remarque que la solution classique existe si et seulement si la donnée
initiale est dans D(A), ce qui est restrictif, mais le second membre de 1’égalité
précédente a un sens sous des hypotheses plus faible. On va modifier le
concept de ”solution”.

2.4.3. Definition. Si ug € X et f € L'([0,T]; X). Alors la fonction donnée
par (2.2) est appelée solution mild de (PCAy).

2.4.4. Théoreme. Si vy € D(A), f € C([0,T]; X) et que ou bien f €
WLL([0,T7; X) ou bien f € L' ([0,T]; D(A)). Alors la solution mild de (AC Py)
est solution classique

Preuve. On pose v(t) := fo (t — s)f(s)ds. 1l suffit de montrer que v €

Cl([0,T],X) Nnc([o, T], (A)) et que v'(t) = Av + f. On note d’abord

G(h) — I
h

t+h
oty = YEEP =v® LT ey ds.
h h J,
Comme f est continue et le semi groupe est fortement continu, le dernier
membre de cette égalité tends vers — f(¢) lorsque h — 0. Ainsi on voit que
Av(t) existe si et seulement si v est C', donc v € C1([0,T],X) si et seulement
si v € C([0,T],D(A)) et dans ce cas v/ = Av + f. Si f € L'([0,T],D(A)),
alors il est clair que v € C([0,T],D(A)). Si f € WH1([0,T],X), on écrit alors

/G f(t—s)d
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ce qui donne

Donc v € C1([0,7],X). O

Nous allons terminer ce chapitre par un résultat de régularité dans le cas
auto-adjoint négatif.

2.4.5. Théoreéme. Soient H un espace de Hilbert réel et A un opérateur
auto-adjoint négatif et (G(t)) le semi-groupe engendré par A. Alors, pour
tout ug € H, u(t) := G(t)z est l'unique solution du probléeme

u € C([0,00[,H) N C(J0,00[,D(A)) N C" (10,00[,H),
u'(t) = Au(t), pour tout t > 0,
u(0) = uyp.

De plus, pour toutt >0, on a

1
Au(t)|| < —=luol|,
Au(®)] < =l

12
- < Au®)u(t) >< 5 |luoll®,

et si up € D(A), alors

1
| Au(®)[]* < —5; < Aug,up >

Preuve. 1. Pour tout A > 0, on pose Jy := (A — A)" L et Ay := AJ\ =
Ay — 1. Alors Ay € L(H) et pour tout € D(A), limy_,g+ Ayz — Az =0
et Ay est auto-adjoint négatif.

2. On pose uy (t) := er!. Les fonctions |luy (¢) || et [|u} (¢)||? sont décroissantes.
De plus

(lua(®)]?) =2 < Ayua(t)ua(t) >,
(< Axun(t)ua(t) >) =2 < Aun(t),uh (8) >= 2]l ()],

On déduit que — < Ayuy(t),ux(t) > est décroissante. En intégrant entre 0
et ¢,

t
—t < Apyup(t)ux(t) >< —/ < Apun(s),un(s) >= 2||x||2,
0

t
2t (1) S2AH%@W@=—<AMJ>+<AwAﬁm@>

IN

— < Ayz,x >, (2.3)
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et
t t
2l 0] < 2 / slds()|2ds = / 5 (< Ayur(taun(t) >)' ds
0 0
t
< —/ < Axux(s),ux(s) > ds.
0

Dot ||2t2||uf (¢)]|? < ||z||>. On obtient le résultat par passage & la limite.
3. Reste a montrer I'unicité. Pour cela, on considere ¢t > 0 et 0 < ¢ < t. De
2.4.2.2, on déduit que u(t) = G(t — €)u(e), alors

[u(t) = GO)z|| < [lule) — =l + [G(e)z — 2| — 0

lorsque € — 0". Donc u(t) = G(t)z, pour tout ¢ > 0. O

2.4.6. Remarques.
1. Ce théoreme dit que le semi-groupe est régularisant: quelque soit la
donnée initiale ug, et dés que t > 0, G(t)ug € D(A).
2. Ce qui n’est pas le cas lorsque 'opérateur engendre un groupe unitaire:
il est claire que dans ce cas, si ug € D(A), alors u(t) ¢ D(A) pour tout
t.
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Chapitre 3

Décomposition spectrale du
Laplacien sur un ouvert
borné

Dans ce chapitre on présente une approche directe pour montrer les
propriétés basiques concernant la décomposition spectrale de 'opérateur de
Laplace sur un ouvert { borné de RY.

3.1 Opérateurs semi-borné et extension de Frie-
drichs

Définition 7 Soit Ty un opérateur symmetric non borné de domaine D(Tj).
On dit que Ty est semi borné (minoré) s’il existe une constante C' tel que

< Touyu >p> —Cllull} , Yu € D(Tp) . (3.1)
Exemple (L’opérateur de Schrédinger).
On considere sur RV 'opérateur
Py(z,D;) == -A+V(x), (3.2)
ot V(x) est une fonction continue sur RY (appelé potentiel) tel qu'il existe

C t.q.:
V(z) > -C,Vz e RV . (3.3)

Alors l'opérateur Ty définie par D(Tp) = CS°(RY) et
Tou = Py (z,D,)u , Yu € D(Tp) ,

est un opérateur symétrique semi-borné.
On a en fait, avec H = L?(RY),

< P(z,Dp)uu>p = [pn(—Au+Vu)-ude
= Jan~ |Vu(z)|2dr + Jrn V(x)|u(z)|? do (3.4)
> —C|lull3; -
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Théoreme 1 .
Un opérateur symétrique semi-borné Ty sur H (avec domaine D(Tp) dense
dans H) admet une extension auto-adjoint.

L’extension standard qui apparait dans la preuve est ’extension dite
de Friedrichs. Ceci est une variante du lemme de Lax-Milgram. En fait, en
remplacant Ty par Ty + Agld, on peut supposer que Tj est strictement positif
plus précisément

< Touyu >g> |Jull3 , Yu € D(Tp) . (3.5)
On considere la forme bilinéaire associée, définie a priori sur D(Ty) x D(Tp) :
(u,0) — ap(u,v) = (Tou , V) . (3.6)
L’inégalité (3.5) dit que
ao(uyu) > ||ul% , Vu € D(Tp) . (3.7)
On introduit V' comme le compléter dans H de D(Tp) pour la norme
u— po(u) = vao(u,u) .

Plus concrétement, v € H appartient a V', sl existe u, € D(Tp) tel que
uy — u dans H et u, est une suite de Cauchy pour la norme py.
Un candidat naturel pour la norme de V:

llullvy = lim_po(un) , (3.8)

ol uy, est une suite de Cauchy pour py qui converge vers u dans H.
Montrons que cette définition ne dépend pas du choix de la suite de Cauchy:

Lemme 3 Soit x,, une suite de Cauchy dans D(Ty) pour pg telle que x,, — 0
dans H. Alors po(zy) — 0.

Preuve

Tout d’abord on remarque que po(zy,) est une suite de Cauchy dans (0, + c0)
et donc converge dans [0, + 00).

Par contradiction, supposons que

po(zn) = a>0. (3.9)

On a

ao(Tn,Tm) = ag(Tn,xn) + ao(Tn,Tm — xy) ,

et par I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

‘GO(fEnal‘m - xn)’ < \/GIO(-Tnv-Tn) : \/GO(xm — TnyIm — xn) .
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Comme (zy,) est une suite de Cauchy pour pg, on obtient que

Ve > 0,3N t. q. Yn > N,Vm > N |ao(zn,zm) — o?| < €. (3.10)

On prend € = %2 et on considere le N correspondant donné par (3.10). En

utilisant la définition de ag on obtient
1
| < Toxn,xm > | > 5042 ,Vn>NY¥m > N . (3.11)

Mais lorsque m — +oo, la partie gauche de (3.11) tend vers 0 puisque
Tm — 0 ce qui conduit a une contradiction. O
Comme conséquence de (3.7) et (3.8) on a

Jullv > [|ullm (3.12)

Cela veut dire que 'injection de V dans H est continue. Noter aussi que V,
qui contient D(Tp), est dense dans H, par la densité de D(7Tp) dans H. De
plus, on obtient un produit scalaire naturel sur V' en prolongeant ag :

<wuw >yi= lim ag(up,op) , (3.13)

n—-+o0o

ol u, et v, sont des suites de Cauchy pour py qui convergent respectivement
au et vdans H.
Par le théoreme de Lax-Milgram (pour V,H,V") appliqué avec

a(u,w) =< u,p >y ,

On obtient ainsi un opérateur (non borné) auto-adjoint S sur H qui pro-
longe Ty de domaine D(S) tel que D(S) C V.

Applications
Application 1: La réalisation de Dirichlet.

Application 2: L’oscillateur harmonique.
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3.2 Le spectre du Laplacien

On considére un domaine borné € de R avec une régularité a préciser
plus tard.

Le candidat naturel pour étre le domaine & considérer est C2(Q). Mais le
Laplacien est symétrique pour la structure hilbertienne de L?. Ainsi I’espace
ambiant est H = L%(Q) et I'on consideére l'opérateur A,D(A) ou D(A) =
C2(2) l'espace des fonctions C? de limite 0 au bord de €. Il est clair que
cet opérateur est symétrique et positive (donc semi-borné). II admet donc
une extension de Freidrichs que I'on note par A”. Comme nous allons voir
en exercice, le domaine de AP est donné par

D(AP) = {u e HY(Q): Aue L*(Q)}.

Si Q est régulier (de classe C?) alors par un argument de régularité (voir par
exemple [6]) on a
D(AP) = H}(Q)n H*(Q).

Dans la suite nous allons noter A a la place de AP,
Le théoréme suivant est du a Poincaré:

Théoreme 2 Soit Q un domaine borné de RN, & bord régulier. Alors

1. Les valeurs propres de —A constituent une suite non borné (\;)ien de
réels strictement positifs.

2. Pour tout i, ’espace propre E; associé a \; est de dimension finie. De
plus E; C C§°(2).

5. @, E; est dense dans L*(9).

4. On a
\V4 2
A= inf M: inf /|vuy2. (3.14)
weHNQ) o |ul ueSICHY(Q) Jo
and for all k > 1
\V4 2
= if delVUE (3.15)

WEE D@, 1 [q [ul?

Remarque 6 1. —Au = Mu avec u € C? est équivalent d u est un point
critique de la fonctionnelle

E(v):/Q|Vv\2dx

sous la contrainte [ |v|*> = 1. Cette derniére assertion est équivalente
a: il existe X € R tel que pour tout v € St on a

d d
d—EE(u + €V)je=p = )\d—g(u + 5”)|2s=0
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[-onu=[u

2. Par la régularité elliptique, si u est solution faible, i.e. w € H' tel que
pour tout v € H' on a

ce qui se traduit par

/Vu-Vv—)\uv:O

alors u € C? vérifiant —Au = \u.
8. 5 —Au = du et —Av = pv avec A # p alors u L v. En effet, en
supposant par exemple X # 0 alors

< uw >g=< Vu,Vu >2=< —Au,w >2= A < uw >=pu < u,0 > .

Ainsi < u,w >r2=0.

4. Si X\ est valeur propre et Ey est l'espace propre associé, alors dimE)y <
0. En effet, cela est conséquence immédiate de [’injection compacte
de Hy dans L*: Pour tout u € Ex on a —Au = Au, alors |[u|3, = (1+
Mull?,. Ainsi la boule unité de Ey pour la norme H' est relativement
compacte pour la norme L?, i.e. la dimension de (Ey,|| - || g1) est finie.

Preuve du théoreme 2

1- Soit A1 définie par (3.14) (pourquoi elle existe?). Soit alors (u,) C S' C
H{} une suite minimisante: [ |Vu,|?> — A;. Donc & partir d’un certain rang
tous les u,, € B(0,2)\1). Par la compacité de 'injection H{ (Q) < L?, il existe
une sous suite u,, qui converge fortement dans L? et faiblement dans H*
vers u. Alors ||lul|g1 = A1. Ainsi uw est un point critique de la fonctionnelle
E (voir la remarque précédente). D’ou —Au = \ju.

Si —Av = Av alors [|Vo|> =\ [|v]? alors A > ;.

Par la régularité elliptique on voit que

Ey = {u € H} qui réalient I'inf.} C C5°(Q).

On recommence de méme pour Ay sur 'orthogonale de E; etc- - -.

2- La suite (\;) est infinie: puisque dimFE), < oo, alors [P, ; E\,]* # {0}.

3- La suite ();) est non bornée: sinon il existe une constante C' > 0 tel que
Ai < C pour tout i. Considérons (¢;) des fonctions propres associées avec
@i € E), et |l¢i]| = 1. D’apres la troisitme remarque la suite (¢;) est L?
orthonormée et ||pillg1 < 1+ C. Ainsi la suite est relativement compacte
dans L?, d’ot la contradiction.

4-P,<; Ex, est dense dans L?: Soit E la fermeture dans H} de la somme
directe. Si E C H} alors il existe u € H}, |Jullpz = 1 et u L;2 E. Alors
u L Ey, @---Ey, pour tout k, i.e. [|Vu[? > Az ou bien |lulz > 1+ \g
pour tout k. Contradiction, car la suite (\;) est non bornée. g

Remarque 7 On rearrange le spectre de la sorte suivante:
Pour Ey, on choisit une base orthonormée ¢1,---,pp, et l'on nomme A\ =
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- = /_\p = A1 (p est la dimension de l’espace E),) et ainsi de suite. Le
spectre sera écrit sous la forme

o(-AP ) =M << <N <)

chaque valeur propre est répétée autant de fois que sa multiplicité (= la
dimension de l’espace propre).

Corollaire 2 La premiére valeur propre (Dirichlet) est simple et si u % 0
est une fonction propre a A1, alors u ne s’annule en aucun point de €.

Preuve. Comme |u|V|u| = uVu, |u| € H} et [|V]u|[? = [|Vu?et [ |u]? =
[ u?. Donc |u| est fonction propre et —Alu| = Ai|u| > 0. Par le principe du
maximum |u| ne s’annule que sur le bord, donc u ne s’annule que sur le bord.
u étant réguliere, u est strictement positive ou strictement négative dans 2.
Soient u et v deux premieres fonctions propres (non nulles) et soit o # 0 tel
que o [u = [v. Comme au — v € E), alors, par la premiére étape, au — v
est >0, < 0, ou = 0 dans Q. Puisque [au—v =0 au—v=0. O

Corollaire 3 Pour tout ¢ > 2, toute fonction propre uw € E), change de
signe.

Preuve. Comme u L ¢; alors [up; = 0. Comme ¢; > 0, u change de
signe. ]
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Chapitre 4

Fonctions harmoniques

Dans ce chapitre nous allons utiliser différentes méthodes pour étudier les
fonctions harmoniques. Cela comporte la propriété de la valeur moyenne, les
solutions fondamentales, les principes du maximum ainsi que les méthodes
de I’énergie. Noter que ces sections sont relativement indépendantes.
Comme références on peut consulter [2] et [8] pour les sections 1 et 3.

4.1 La propriété de la valeur moyenne

Dans cette section  est un domain connexe de RY.

Définition 8 Soit u € C(2). On dit que u vérifie la propriété de la valeur
moyenne si pour tout x € Q, r > 0 avec B(z,r) C Q on a

) = oo [ o) (1.1

ON
on étant la surface de la sphére unité de RY.

Remarque 8 Cette propriété est équivalente au

N
u(z) = u(y) dy. 4.2
W=7 ] Ly (42)
En fait il suffit d’écrire (4.1)
_ 1
()N = — u(y) do(y),
ON J5(x,p)

puis intégrer de 0 a v pour obtenir (4.2). Inversement, en écrivant

N N [
M= u(y) dy = / / u(y) do(y) dp,
N JB(z,r) ON Jo JS(z,r)

il suffit de dériver pour obtenir (4.1).

u(x)r
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Remarque 9 La propriété (4.1) est équivalente au

1

u(r) = — u(x 4+ ry) do(y)
ON Jly|=1
N
= — u(z +rz)dz.
ON JIz|<1

On démontre maintenant le principe du maximum pour les fonctions qui
vérifie la propriété de la moyenne.

Proposition 9 Soit u € C(Q) qui vérifie la propriété de la moyenne dans
Q, alors u atteint son maximum et son minimum seulement sur 02 a4 moins
que u soit constante.

Preuve. Soient M le max et
Si={reQ; ulx)=M} CQ.

Il est clair que S est fermé. Montrons que S est ouvert. Pour tout xg € .5,
soit r > 0 tel que B(xg,r) C Q. Par (4.2) on a

N N
M=ulz)=0w /B( )u(y) W= Moow /B( )dy -
ZTo,T To,T

Ce qui veut dire que u = M sur B(zg,r). Ainsi S est ouvert et fermé et S
est soit vide soit €. O

Définition 9 Une fonction u € C%(Q) est dite harmonique si Au = 0 dans
Q.

Théoréme 3 Soit u € C?(2) une fonction harmonique. Alors u vérifie la
propriété de la moyenne dans €.

Preuve. Soit B(x,r) C §. Pour tout p(0,r) on a (en utilisant la formule de
Green)

ou ou
Au(y)dy = / —do = pN 1 / —(z + pw) do(w)
/B(x,m OB(z.p) OV jwl=1 Op

0
_ N-19 - ow) do(w). |
- f ap/wl (z + pw) do(w) (4.3)
Alors
/wl u(z + pw) do(w) = const = /|w|1 u(z) do(w) = u(x)on,
ou bien
1 1
we) = o [ e rdotu) = iy /6 M) d0)
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0

Remarque 10 Une fonction qui satisfait la propriété de la valeur moyenne
n’est pas supposée étre réquliere (elle est seulement continue), tandis qu’une
fonction harmonique est, par définition, supposée étre C%. Dans le théoréme
sutvant nous montrons que les deux sont équivalents.

Théoréme 4 Siu € C(Q) admet la propriété de la valeur moyenne dans
Q, alors u est réguliére et est harmonique dans 2.

Preuve. Soit ¢ € D(B(0,1) avec [ ¢ =1, p(x) := (|z|). Ainsi

1
O‘N/ rN=hp(r) dr = 1.
0

Soit, pour € > 0, ¢.(z) := eiNgo(z/a). Soit, pour z € 2, £ <dist(z,002). Alors
on a

/QU(y)%(y —r)dy = /U(x +y)pe(y) dy = LN u(x +y)p(y/e) dy

& Jyl<e

= / u(z + ey)p(y) dy

lyl<1
= /01 Nl dr /w:l u(x 4 erw)p(rw) do(w)
= /01¢ rN1ar /|w|:1 u(z + erw) do(w)

= u(x)aN/O D(r)yrNtdr = u(x).

Ainsi, pour tout x € Q. :={y € Q; d(y,002) > e}, on a u(zx) = [u* ¢](x). u
est donc réguliere. De plus par la formule (4.3) et la propriété de la valeur
moyenne on a

/ Au = V™ 16/ u(z + rw) do(w)
Bla,r) or Jjw|=1
0
= 18T[0Nu( z)] =0

pour tout B(x,r) C Q. Ce qui implique que u est harmonique dans Q. [

Remarque 11 En combinant les deux théorémes 3 et 4, on conclut que
toute fonction harmonique est réqulicre et vérifie la propriété de la moyenne,
donc le principe du mazimum. Comme conséquence on déduit l'unicité du
probléeme de Dirichlet dans un domain borné:

Au = f dans Q
u = g sur OS.
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En général l'unicité n’est pas nécessairement vrai dans un domaine non
borné:

Prendre Q := {z € RY; |z| > 1} alors u(z) := log|z| pour N = 2 et
u(z) == |z|>~N — 1 si N = 3 est solution non triviale (bornée).

Prendre Q = {z € RY; 2y > 0} et u(z) := xn est solution non triviale
(non bornée).

Dans ce qui suit on discute les estimations sur le gradient.

Lemme 4 Soit u € C(B(x0,R)) une fonction harmonique dans B(zo,R).
Alors
| Du(zg)| < N max_|ul.
B(zo,R)
Preuve. On peut supposer que u € C'(B(xq,R)). Puisque u est régulicre,
D, u est harmonique, donc D, u vérifie la propriété de la valeur moyenne.
Alors on a

N N

Dy, u(xo) = u(y)v; doy

ONRY JB(zo,R) oNRY JoB(wo,R)

ce qui implique

N N
max |ul - oyRYP< = max |ul.

D,, S ——o%
| Da;u(xo)| < on RN 9B(zg,R) R 9B(x0,R)

O

Lemme 5 Soit u € C(B(xg,R)) une fonction positive harmonique dans
B(zo,R). Alors

IDui)| < ule).

Preuve. Par le méme calcul, et comme u est positive, on a par la propriété
de la valeur moyenne

N N
d = — .
— o ) = )

| Daju(o)| <

O

Corollaire 4 Toute fonction harmonique dans RN majorée ou minorée est
constante.

Preuve. Supposons que u > 0 et montrons qu’elle est constante. En fait
pour tout z € RY on applique lemme 5 dans B(z,R) puis faire R — 0.
Cela implique que Du(x) = 0 pour tout x € RV, O

Proposition 10 Soit u € C(B(xg,R)) une fonction harmonique dans B(xo,R).
Alors pour tout |a] =m

N™mem—1m)
————— max |ul.

D* <
| D%u(@o)| < R™ B(zo,R)
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Preuve. Par récurrence. Le résultat est vrai pour m = 1 par le lemme 4.
Supposons que c’est vrai pour m. Pour 0 < 6 < 1, soit r := (1-0)R € (0,R).
Par le lemme 4 appliqué & D™u dans B(x,r) on a

N
| D™ u(zo)| < — max |[D™ul.

T B(zo,r)
Par ’hypothese de récurrence on a
N™em—1lm)
max |D™u| < ————— max |u].
B(zo,r) (R—7r)™ B(xo,R)
Alors on obtient
N Nmem—1m) Nmtlem=1m)
D" Hu(xo)| < —  ————— max |u| = max |ul.
| (zo)| < r  (R—r)m B(xO,R)| | Rm+1gm(1 — 0) B(xo,R)’ |

_ m
Pour 6 = T on a

0’"(11—0) = <1+;>m(m+1) <e(m+1).

Théoreme 5 Toute fonction harmonique est analytique.

Preuve. Soit v une fonction harmonique dans €. Pour z € Q fixé soit
B(z,2R) C Q et |h| < R tel que = + h € Q. Par Taylor on a

m—1 i
1 0 0
u(z +h) =u(z)+ izgl i [<h1%+-..+h]vm> ul (z) + R (h)
ou
R (h)—i hi+-~-+h 9" (x1 + 6hq,- - + 0hy)
m = m)! 1 8%1 naxN u|(T1 1, » TN N

pour certain 6 € (0,1). Noter que = + h € B(z,R) pour |h| < R. Alors par
la proposition 10 on obtient
N™em=lm) |:|h|N2€:|m

<
T L

max |ul.

1
R, (h)| < —|h|"™ - N™.
| (M) < m!‘ | B(z,2R)

Alors pour tout h avec |h|N%e < R/2 on a R,,(h) — 0 lorsque m — oco. [
Dans ce qui suit on prouve l'inégalité de Harnack.

Théoréme 6 Soit u une fonction positive harmonique dans 2. Alors pour
tout compact K de § il existe une constante positive C'(,K) telle que pour

tous z,y € K

uly) < ula) < Culy).
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Preuve. Par la propriété de la valeur moyenne, pour B(xo,4R) C €2, alors

1

Zuy) < u(z) < kuly)

pour tout z,y € B(xg,R), ou k est une constante positive qui dépend seule-
ment de N: Par exemple écrire

N
u(z) = po— /B(z,R)U(Z)dZ
7 ),
< u(z) dz
onRY Jp(y3R) =)

N
< 3N/ u(z) dz = 3N u(y).
B(y,3R)

on(BR)N
Maintenant pour le compact K, prendre z1,---,z, € K tels que les
boules B(z;,R) recouvrent K, avec R tel que 4R <dist(K,0€). Ainsi on
peut prendre C' := k™. U

Il est bien connu, en intégrant par parties, que si u est harmonique dans

Q) alors
/ uAp =0
Q

pour tout ¢ € CZ(£). La réciproque est vraie aussi (Weyl).
Théoréme 7 Soit u € C(Q) vérifiant

/QuAga =0 (4.4)

pour tout p € C2(Q). Alors u est harmonique dans ).

Preuve. On commence par montrer que

r / u(y) do(y) = N / u(y) dy. (4.5)
0B(z,r) B(z,r)

On peut prendre z = 0. Soient

_ (yP = )Ny <
go(y,r) T { 0 |y‘ > r

et pour k=2,--- N

_ (WP =r)N RN =k Dy? + N(lyl> = )] Jyl <7
or(y,r) == { 0 ly| > r

Un calcul direct montre que o € C3(€) et que

2Npo(y,r) |yl <r
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Par (4.4) on a
/ u(y)p2(y,r) dy = 0.
B(0,r)

On montre maintenant que si pour un certain 2 < k < N — 1
| a0 (46)
B(0,r)

alors
/ w(y) o (v.r) dy = 0. (4.7)
B(0,r)

Pour cela, en dérivant (4.6) par rapport a r on obtient

0
/ u(y)er(y,r) dy + / u(y)fgjk (y,r)dy = 0.
9B(0,r) B(0,r) T
Comme, pour 2 < k < N — 1, pr(y,r) =0 pour |y| =7, on a

Oy,
u(y)——(y,r) dy = 0.
/B(o,r) W) W)

Puisque %(y,r) = —2r(N — k 4+ 1)¢g+1(y,m) on obtient (4.7). Prendre
k= N — 1 dans (4.7) on obtient

/ w()[(N +2)[y? — Nv?]dy = 0.
B(0,r)

En dérivant par rapport a r on obtient (4.5). Alors on a

d 1
& LNN L™ d"@)]

n d|1
=——|—= d
oN dr [T’N /B(m,r)U(y) y]

n n 1
= |—— uydy+/ u(y)do(y)| =0.
oN [ rN+1 /B(m) ) ™™ JoB () () do )]
Alors
1
_ u(y) do = const.
o N1 /B B (y) do(y)

En faisant tendre r — 0 on déduit que cette constante est u(z). D’ou u
vérifie la propriété de la valeur moyenne dans (). O
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4.2 Solutions fondamentales

On commence cette section par la recherche d’une fonction harmonique
w dans RV qui dépend seulement de r := |z — a| pour un certain a € RN
fixé. Posons alors v(r) := u(z). Cela implique que

(r) = c1+cologr, N =2
o) = cs+cr> N, N>3

ol les ¢; sont constantes. On cherche une fonction avec singularité vérifiant
pour tout r > 0

Posons, pour a € RY fixé,

1
2—log|a—:v|, N =2
I'(a,z) == T

2—N
—_—|a — N > 3.
e a s L

Ainsi, pour tout a € R fixé, I'(a,z) est harmonique pour z # a
AT (a,x) =0, pour x # a

et qui est singuliere en x = a. De plus, pour tout » > 0

or
do(x) = 1.
/(9B(a,r) ony ( )

Dans ce qui suit on montre I'identité de Green:

Théoréme 8 Soient Q un domain borné de RY et u € C1(Q) N C%(Q).
Alors pour tout a € 2 on a

{F(a,x)aa:x(x) - u(:c)c,ii(a,a:)} do(z).

(4.8)

u(a) = /Q I(a,2)Au(z) dz — /

o0N

Preuve. Par la formule de Green sur le domain Q\ B(a,r), r petit, on obtient

I
/ (PAu— uAT) do = / [Fau - ua] do(x)
O\B(a,r) sl On  On

ou or
— M — =
/GB(a,r) |: on uan da(x)
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Comme AT = 0 dans Q\B(a,r), on a

ou or
MAude = [ |[T24 & i rot e .
/Q wdx /69 [ o u@n] do(x) lim o) [ 5~ Y, da(x)}

Pour N > 3, on obtient par definition de I'

r2—N / ou d
—_— —do
(2 - n)UN 0B(a,r) on

< ! sup |Du| — 0 lorsque r — 0
N —2 0B(a,r)
et
or 1
/ us—do = —x— / udo — u(a) lorsque r — 0.
0B(a,r) on ONT 0B(a,r)
On obtient la méme chose pour N = 2. O

Remarque 12 (i) Pour tout a € Q, la fonction x — T'(a,x) est inte-
grable sur Q) malgré la singularité en a.

(ii) Pour a & Q, expression de (4.8) vaut zéro.

(iii) En faisant u =1 on obtient pour tout a € €

T
/ 0 do(z) = 1.
0B(a,r) ong

Dans la suite nous expliquons un choix des fonctions de Green: Supposons
que Q est borné et u € C1(Q) N C%(Q), par le théoreme 8 précédent on a
pour tout x € €

ou or
ue) = [ Tepasutdy - [ |Fea) 0 - u) ()| ot
Q a0 Ny Ty
(4.9)
Si u est solution du probleme, valeur au bord, de Dirichlet
Au=f dans
{ u=¢@  sur 0f) (4.10)

pour certaines fonctions f € C(2) et ¢ € C(99), alors, en vue de (4.9) u
peut étre exprimée en fonction de f et ¢ et un terme inconnu (9u/9dn). Dans
ce qui suit nous allons ajuster I' pour éliminer cet inconnu.

Pour z € Q) fixé, soit

v(z,y) = T(z,y) + ®(z,y)
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pour une certaine y — ®(z,y) € C*(Q) avec A,®(z,y) = 0 dans Q. Alors
par Théoreme 8 on a pour tout = € 2

ou vy
o) = [Aeaduay - [ [en gt o) - w2 )] do)
Q a0 8ny 8ny
puisque le terme supplémentaire ® est harmonique. Nous allons maintenant
effectuer un choix particulier de ®:
Pour tout x € § fixé, choisir y — ®(z,y) € C1(Q) N C?(Q) telle que

{ Ay®(z,y) =0 pour y € Q) (4.11)

®(z,y) = —I'(z,y) pour y € IN.

Avec ce choix de ®, notons G(x,y) = v(x,y) dite fonction de Green. Si
une telle fonction G existe alors la solution u du probleme de Dirichlet (4.10)
peut étre exprimée par

0= [[Geniiys [ e @) o).

A noter que la fonction de Green G est définie comme fonction de y pour
tout x € 2 fixé. Dans la suite nous allons discuter les propriétés de G en tant
que fonction de = et de y. Une premiére conséquence est I'unicité: puisque
la différence de deux fonctions de Green est harmonique avec valeur zéro
au bord, donc nulle par le principe du maximum. En fait elle est méme
symétrique:

Proposition 11 La fonction de Green est symétrigue dans £ x €.

Preuve. Soient 21,29 € Q, 1 # x2 et r > 0 tel que B(z1,r) N B(xa,r) = 0.
Posons G1(y) := G(z1,y) et Ga(y) := G(x2,y). En appliquant la formule de
Green dans Q\B(z1,r) U B(z2,r) on obtient

/ G1AGy — GoAG, = / [G18G2 . GgaGl] do
O\B(z1,r)UB(z2,7) 90 on 0

0G4 (C)Gl} / [ 0G9 5‘G1]
— G -G do — G -G do.
/8B(m17r) [ Yon ) OB (2, Yon 29

Puisque G; sont harmoniques pour y # z;, i = 1,2 et s’annule sur 02 on a

/ [G18G2—G26G1} d0+/ [GlaGg_G2aG1] do — 0.
0B (z1,r) 0 9 0B(x2,1) 9 0

La limite lorsque r — 0 est la méme que la limite de

r r
J e ey B L
9B(z1,r) 9 on OB(z2,7) on on
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Puisque
/ I‘% do — 0, / I‘% do — 0 lorsque r — 0
OB(x1,r) n OB(z2,r) n
et
T r

/ Gga— do — Ga(x1), / Gla— do — G1(x2) lorsque r — 0,

OB(z1,r) on OB (z2,r) on
on obtient Gy (z2) — Ga(z1) = 0 ou bien G(x1,x2) = G(z2,21). O

Proposition 12 Pour tout x,y € Q, x £y on a
I(z,y) < G(x,y) <0 pour N >3
1
[(z,y) — Py log diam(?) < G(z,y) <0 pour N = 2.
s

Preuve. Fixons z € Q et posons G(y) := G(z,y). Puisque lim,_., G(y) =
—o0 il existe alors r > 0 tel que G(y) < 0 dans la boule B(x,r). Rappelons
que G est harmonique dans Q\B(z,r) avec G = 0 sur Jf2 et G < 0 sur
0B(z,r). Par le principe du maximum G < 0 dans Q\B(z,r). D’ou G < 0.
Pour l'autre inégalité: Par la definition de la fonction de Green

G(z,y) = T(zy) + (2,y)

AP =0 dans
® = —I" dans 900

Pour N > 3, on a

y‘QfN

F(x7y) = ‘IL’ - <0

1
(2—N)on
donc ®(z,-) > 0 on 99Q. Par le principe du maximum, ¢ > 0 dans 2. Pour
n=2,ona

1 1
[(zy) = %IOg |z —y| < o log diam(€2)
pour y € 0. D’ou par le principe du maximum, ¢ > —% logdiam(©2). O

Les quelques résultats suivants sont laissés comme exercice.

Proposition 13 La fonction de Green sur la boule B(0,R) est donnée par
(i) Pourn >3
2—N]

__ ! >N _ g _lal
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(i) Pour N =2

1 x x
G(zy) = o [log |z —y| — log Rm - R'?/H :

et sa dérivée normale est donnée par

oG R? — |z|?

Tny(xay) = JNR’%’ _ y’]\[

pour tout x € B(0,R) et y € 0B(0,R).

Remarque 13 La fonction

oG R? — |z

K(zy) := a—n(x,y) = m

dite noyau de Poisson vérifie les propriétés suivantes:

(i) K(x,y) est réguliére pour x # y;

(i) K(zy) >0 pour |z| < R;
(i41) f\y|=R K(zy)do(y) =1 pour tout |z| < R.

Théoréme 9 Formule intégrale de Poisson. Pour tout p € C(0B(0,R)),
la fonction u définie par

u(x) = { Joso.r K@y)ey)do(y) |z <R
L@ 2 = R

vérifie u € C(Q) N C>(Q) et

Au=0 dans
u=w  dans 0}

Remarque 14 Dans la formule intégrale de Poisson, en remplacant x par
0, on obtient

1

u(0) = m /83(0’1%) o(y) do(y)

qui n’est autre que la propriété de la valeur moyenne.

Lemme 6 Inégalité de Harnack. Supposons que u est harmonique dans
B(zg,R) et w > 0. Alors

() Bt =i () 25

ot r = |r — x| < R.
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Corollaire 5 Toute fonction harmonique dans RN majorée ou minorée est
constante.

Théoréme 10 Supposons que u est harmonique dans B(0,R)\{0} satisfai-

sant
u(z) = { olog(|z)), N =2

o(|zPN) n>3 lorsque x — 0.

Alors u est prolongeable en une fonction C? et harmonique dans B(0,R).

Remarque 15 Vérifier que la fonction de Green sur le demi-espace Rf =
RN=1 % (0, + 00) est donné par

G(l‘,y) = F(:L'vy) - F(:Z'vy)

ot T = (21, -, N-1, — TN), avec x = (x1,---,xN). Le noyau de Poisson

est 5 )
TN

B = =

(z.y) Noy |z —y|N

pour x € RY, y € 8]Rf et la formule de Poisson devient

u(z) = 2rN / o(y) dy

~ Noy ORY |z —y|N

pour z € RN . On doit vérifier facilement que pour ¢ € C(RN~HNL>®(RN-1),
u ainsi définie vérifie

~ u € C®(RY) N L>(RY,

- Au =0 dans R_]X, et

~ pour tout 2° € ORY lim  wu(z) = g(z%).
x—m?o,wGRf

4.3 Principes du maximum

Dans cette section nous allons utiliser le principe du maximum pour tirer
des estimations sur le gradient ainsi que I'inégalité de Harnack.

Théoréme 11 Soit u € C*(B(0,1)) N C(B(0,1)) une fonction sous harmo-
nique dans B(0,1), i.e. —Au < 0. Alors

sup v < sup u.
B(0,1) 8B(0,1)

Preuve. Pour ¢ > 0 soit u.(z) = u(x) + €|z|? in B(0,1). Alors

Au, = Au+2Ne > 2Ne > 0.
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Il est clair que u. ne peut pas avoir un maximum & l'intérieur. (Si non, par
contradiction, soit zg € B(0,1) tel que u.(z¢) = sup u.. Donc Auc(zg) < 0.)
En particulier

sup us < sup Ue.

B(0,1) dB(0,1)
Donc on a
sup u < sup u. < sup u-+e.
B(0,1) B(0,1) dB(0,1)
On termine la preuve en faisant tendre ¢ — 0. U

Remarque 16 Le résultat reste vrai si l’on remplace B(0,1) par n’importe
quel domaine borné.

Le résultat suivant est ’estimation du gradient a l'intérieur pour les
fonctions harmoniques (Bernstein 1910).

Proposition 14 Soit u une fonction harmonique dans B(0,1). Alors

sup |Du| <C sup |u]
B(0,3) 0B(0,1)

ot C = C(N) est une constante positive. En particulier pour tout o € [0,1]
there exists ¢ = ¢(N,a) such that pour tout z,y € B(0,3)

lu(z) —u(y)| < clz—y|* sup |ul.
8B(0,1)

Preuve. Par un calcul direct, on a

A(IDuf)=2 > (Diju)’+2 > DuDi(Au)=2 > (D;u)?

1<ij<N 1<i<N 1<ij<N

puisque Au = 0 dans B(0,1). Donc |Du|? est sous harmonique. Pour obtenir
I’estimation intérieur on a besoin d’une fonction plateau. Pour toute fonction
¢ € C}(B(0,1)) on a

A(p|Dul?) = Ap|Dul? + 4 Z DipDjuD; ju + 2p Z (D; ju).
1<i,j<N 1<i,j<N

En prenant ¢ = 7% pour une certaine n € C}(B(0,1)) avec n = 1 dans
B(0,1/2) on obtient par I'inégalité de Holder

Am?[Dul*) = 2nAn|Dul® +2|Dyl*[Duf> + 8y Y DmDjuD; ju
1<4,j<N

+2772 Z (Dm-u)Q.

1<i,j<N
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Comme

1 2 2 1 2
ZDijuDiju < By Z(Dm) (Dju)” + 9 Z(Diju)

12
et0<n<lona
81> _ DinDjuDiju > —4|Dy|?| Dul® + 49 Y (Dyju)?
i,J
donc
A(PIDul?) > [2nAn —2|Dnl?|[Dul? + (21° +4n) > (Dyju)?
> (200 —21DnP] |Duf’ > ~C|Duf* =~ Au?

ou C' = C(N) est une constante positive. Puisque u est harmonique on a
Au? = 2|Du|? + 2uAu = 2|Dul?. D’ou en prenant a grand on obtient

A [772|Du|2 + auQ] > 0.

On utilise le Théoreme 11 (le principe du maximum) pour obtenir le résultat,
puisque

sup |Dul? < sup (7?|Dul? + au?) < sup au’.

B(0,) B(0,1) dB(0,1)
O

Lemme 7 Soit u une fonction harmonique positive dans B(0,1). Alors il
existe une constante positive C = C(N) telle que

sup |Dlogu| < C.
B(0,3)

Preuve. On peut supposer que v > 0 dans la boule unité. Soit v := logu,
alors Av = —|Dvl|? (car u est harmonique). On a besoin de l'estimation du
gradient & I'intérieur. Soit w := |Dv|?, alors on a

Aw+2 Y DwDw = 2 Y (Djv) —{—QZDZUD w—f—ZD]]v
1<i<N 1<i,j<N

On a besoin, comme avant, d’une fonction plateau. Notons d’abord que

S D32z Y (Diw)? > > L a2 = Dot w? (4.12)
wt) = i N N N

1<i,j<N 1<i<N
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Soit ¢ € C}(B(0,1)) une fonction positive. Par I'inégalité de Holder

N
Apw) 42 Z D;vD;(pw)
i=1

= 20 Y (Dijv) +2wZDZ<pDv+4 3" DipDjuDijo +whe

1<i,j<N =1 1<4,j<N
IDsDI
> o Y (Div) — 2Dyl [Dof [ T 1agl| 1Dop?
1<i,j<N ¥

oil ¢ est choisie telle que |Dy|?/¢ est bornée dans B(0,1). En choisissant
o =n* n e C(B(0,1)), on obtient en utilisant (4.12)

N
A(ntw) +2 Z D;vD;(n w)
i=1

1
= 7' 1Dvl" = Cp’|Dn| [ Dv]* — 4n*(nAn + C| Dn|*)| Dvf?

1 .
> ' [Dvf! = O’ | Dol — Cop? | Dv?
ot C' est une constante positive dépendant seulement de N et 7. Si ntw
atteint son maximum en zg € B(0,1). Donc D(n*w) = 0 et A(n*w) < 0
en zg. Alors 0% Dv[* — Cn?|Dv]® — Cn?|Dv? < 0 et donc nw est pe-

tit: nt*w?(xg) < C(N,p). Si w(zg) > 1 alors n*w(zg) < C(N,n). Sinon,
n*w(xo) < n*(xp). Dans les deux cas on a

n*w < C(Np).

Cela donne 'inégalité de Harnack:

Corollaire 6 Soit u une fonction harmonique positive dans B(0,1). Alors il
existe une constante positive C = C(N) telle que pour tous x1,x9 € B(O,%)

u(zy) < Cu(xz).

Preuve. On peut supposer que v > 0 dans B(0,1). Pour tous z1,ze €
B(0,1), en utilisant le lemme 7 on obtient

o u(r)
8 ()

1
< |z — ;172]/ |Dlogu(trs + (1 —t)z1)| dt < Clay — z2|.
0
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Maintenant on donne un lemme de Hopf quantitative:

Proposition 15 Soitu € C(B(0,1)) une fonction harmonique dans B(0,1).
Siu(x) < u(zg) pour tout x € B(0,1) et certain xo € 0B(0,1). Alors il existe
un constante positive C = C(N) telle que

22 w0) 2 Clu(zo) ~ u(O)].

—afzl* _

Preuve. Soit la fonction positive définie dans B(0,1) par v(z) :=e
e~®. On a pour |z| > 1

Av(z) = e_a‘x|2(—20m +402z|*) > 0

si a > 2N + 1. Ainsi, pour un tel « fixé, la fonction v est sous harmonique
dans la région A := B(0,1)\B(0,1/2). Soit maintenant, pour € > 0

he(x) := u(z) — u(zp) + ev(x).

he est aussi une fonction sous harmonique dans A. On a h. < 0 sur 9B(0,1)
et he(zo) = 0. Puisque u(z) < u(zo) pour |x| = 1/2, on peut prendre € petit
de telle sorte he < 0 pour |z| = 1/2. Par le théoreme 11 h, atteint au point
2o son maximum sur A. D’ou

Oh.
on

%f:: (xo) > —eg—:;(mo) = 2aee” * > 0.

(zog) > 0 ou bien

A noter que jusqu’a maintenant on a utilisé le fait que u est sous harmonique.
Afin d’estimer € soit w := u(zg) — u(z). w est harmonique dans B(0,1). Par
I'inégalité de Harnack (corollaire 6) on a

B(%]I,llf/Q) u > ¢(N)w(0) ou bien B%,%}}(Q) u < u(zg) — c(N)[u(zo) — u(0)].

Alors on peut prendre
e = oc(N)[u(xo) — u(0)]

pour § petit, dépendant de N. O
On termine cette section par un résultat de continuité global de Holder:

Lemme 8 Soit u € C(B(0,1)) une fonction harmonique dans B(0,1) avec
u = ¢ sur 0B(0,1). Si ¢ € C*(0B(0,1)) pour un certain o € (0,1), alors
u € C*%(B(0,1)). De plus, il existe une constante C' = C(N,a) telle que

||U||Ca/2(B(071)) < CH(PHCOL(B(OJ))‘
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Preuve. D’abord par le principe du maximum on a

inf op<u< sup @
0B(0,1) dB(0,1)

dans B(0,1). Montrons que pour tout xg € 9B(0,1) on a

sup |u(x) —U(io)! <925 sup lp(z) —w(foﬂ‘ (4.13)
zeB(0,1) |z — o2 2eB(01) T — Zo

En effectuant des translations on peut remplacer la boule B(0,1) par O =
B((1,0,---,0),1), zo = 0 et ¢(0) = 0. Soit K := sup,cs0 |¢(z)|/|z|*. Puisque

x
I
Lo
|z|? = 271 pour z € 9O (car 1 = (1 — xz1)? + ?), on a
pour tout z € 900
o(z) < K|z|* <22 Ka}.
Soit v(x) := 22 Kz 2. Alors pour tout = € O
Av(z) =22 K - % [% — 1} 371%_2 <0.

Le théoreme 11 implique

[N]le)

u(z) <wv(x) = Q%Kxf <23 K|z
pour tout z € O. en considérant —u on obtient
u(z)| < 25 K2

pour tout z € O, ce qui prouve (4.13).

Montrons maintenant que (4.13) termine la preuve du lemme: En effet,
pour tout z,y € B(0,1) notons d, :=dist(x,0B8(0,1) et d, :=dist(y,0B8(0,1)).
Supposons que d, < d, et soient xp,y0 € 0B(0,1) tels que |z — zo| = d,
et |y — yo| = dy. Supposons d’abord que |z — y| < d, alors y € B(z,d;) C
B(z,d,) C B(0,1). Par la proposition 14 appliquée a la fonction v — u(xg)
dans B(x,d;) on obtient, en utilisant aussi (4.13)

@) — uly)

o3
|z —y|2

g3 w@) —u@)l s

o = [u(z) — u(zo)|
|z —yl2

L (B(z,ds))

Cdz |||l ceaB0,1))-

IN

On obtient donc

u(z) — u(y)| < Clo — yl2||¢llca@po,1))-
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Supposons maintenant que dy, < d, < |z — y|. Alors par (4.13) on a

lu(z) —u(y)] < |u(@) —u(zo)| + |u(zo) — ul@1)] + - [u(zn) — ulyo)| + |u(yo) — u(y)|
< C|d2 +|zo— 1|2+ + |z — 0|2 + dF | lellce@n0.1)
< Clz—yl2lellex@p.)

puisque |z — yo| < do + 3- | — @i | + dy < clz —yl.

4.4 Méthode de ’énergie

La plupart de notre analyse des fonctions harmoniques été basé sur la
propriété de la valeur moyenne, la solution fondamentale ou les fonctions
de Green. Dans cette derniere section nous allons presenter les méthodes
de 'énergie qui sont des techniques impliquant des normes L? de certaines
expressions.

4.4.1 Unicité

Considérons le probleme de valeur au bord

(4.14)

Au= f dans
u=¢ sur Of.

Nous avons vu que, par le principe du maximum, on a l'unicité. Dans ce
suit nous présentons une simple preuve alternative. On suppose que €2 est
ouvert borné et que 99 est C1.

Théoréme 12 Unicité. Il existe au plus une solution u € C*(Y) de (4.14).

Preuve. Si v est une autre solution soit w := v — v. Alors Aw = 0 dans €2
et w = 0 sur Jf2. En intégrant par parties on a

O:—/wAwda::/ | Dw|? dz.
Q Q

D’ott Dw = 0 dans 2 et puisque w = 0 sur 90f2 alors w = 0 dans €. U

4.4.2 Le principe de Dirichlet

Dans cette section nous montrons qu’une solution du probleme valeur au
bord (4.14) peut étre caractérisé comme un minimiseur d’une fonctionnelle
judicieusement choisie. Pour cela on définie 1’énergie

rw) = [ [G10u? + s do
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w étant dans ’ensemble des éléments admissibles
A= {w € C*(Q); w = ¢ on 0N}

Théoréme 13 Le principe de Dirichlet. Soit u € C%(Q) une solution
de (4.14). Alors

I(u) = glelﬁf(w) (4.15)

Réciproquement, si uw € A vérifie (4.15) alors u est solution du probléme

(4-14).
Preuve. Soit w € A. Par (4.14) on a

0= [ (du=f)u=w)ds,
et donc, comme u — w = 0 sur 012,
Oz/Q[Du~D(u—w)+f(u—w)] dx
Donc

/UDu|2+uﬂ de = /[Du'Dw—i-wf] dx
0 0

1 1

/ |Du]2d:n—|—/ \Dw[Qd:v—l—/fwda:.
2 Ja 2 Ja e

Ainsi pour tout w € A on I(u) < I(w).
Réciproquement, soient u vérifiant (4.15) et v € D(£2). Pour t € R soit

IN

i(t) == I(u+ tv).

Puisque la fonction ¢ admet un minimum en zéro, on a #'(0) = 0, si jamais
la dérivée existe. Un simple calcul montre

1
i(t) = / [2|D(u+tv)|2+(u+tv)f} da
Q
1 5 t2 9
= 5\Du| +tDu-Dv+§|Dv\ + (u+to)f| de.
Q
Donc i est dérivable et
0=1(0) :/ [Du-Dv+vf] dx :/(Au— flvdx
Q )

pour toute fonction v € D. Ainsi Au = f dans €. g
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Chapitre 5

Solutions faibles

Nous allons étudier dans ce chapitre le probleme valeur au bord

{Lu:f dans 2

u=0  sur 01, (5-1)

ot 2 est un ouvert borné de RV . Ici L est un opérateur différentiel du second
ordre ayant ou bien la forme (divergence)

0 ou ou
Lu = Z amj<ai,j(x)axi>+ Z bi(x)a—xi+c(x)u (5.2)
1<4,j<N 1<i<N

ou bien la forme (non divergence)

Lu:= Y a -(:C)ﬂ—f— S bi(2) 2% + ca)u (5.3)
L YN Oy — " O ’ '
1<i,j<N 1<i<N
ou les coefficients a; j,b;,c (i,j =1,---,N).

Remarque 17 Si les coefficients a; j sont C' alors un opérateur sous la
forme divergence peut étre écrit sous la forme non divergence et vice versa.

La forme divergence est plus naturelle pour les méthodes de l’énergie,
tandis que la forme non divergence est plus appropriée pour les techniques
du principe du mazimum.

Dans la suite on suppose que les coefficients a;; sont symétriques.

Définition 10 On dit que lopérateur L est uniformément elliptique s’il
existe une constante p > 0 tel que

> —aij(@)&gs > el (5.4)
1<ij<N
pour presque tout x € € et tout & € RN,

Remarque 18 FEllipticité veut dire que pour tout x € €2, la matrice symétrique
A(x) = (—aij(x)) est définie positive avec une plus petite valeur propre
supérieure ou €gale a .
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5.1 Préliminaires

Dans cette section nous allons introduire le concept des solutions faibles
ainsi que quelques résultats les concernant.

Dans ce qui suit L est un opérateur différentiel sous la forme divergence
(5.2). On suppose que les coefficients a; ;,b; et ¢ sont L>(Q) et f € L*(Q).

Comment définir une solution faible? si u est une solution réguliére, en
multipliant par une fonction test v € D puis apres intégration par parties,
on obtient

/ Z — 0 U, Vg + Z bitg,v + cuv dx:/fvdx. (5.5)
’ Q

Q1<ij<N 1<i<N

Noter que le terme sur le bord a disparu, puisque v = 0 sur le bord. En
utilisant la densité de D(Q) dans H(f2), et par approximation, ’expression
précédente est vraie pour tout v € H} ().

Remarquer que dans l'expression précédente u a seulement besoin d’étre
différentiable. Plus exactement, il suffit seulement que le produit u,,v,; soit
dans L?(Q) pour tout 4,j, en d’autre termes, il suffit que u soit dans Hg(€2).

On définie la forme bilinéaire associée a L par

B(u,wv) = A Z — @ jUg, Vs + Z biug,v + cuv | dx (5.6)
1<4,j<N 1<i<N

pour u,v € H ().

Définition 11 On dit que u € HZ(Q) est une solution faible du probléme
valeur au bord (5.1) si

B(uw) = (fv)r2 (5.7)
pour tout v € Hj(Q).

Remarque 19 Comment résoudre un probléme valeur au bord non nulle?
Considérons le probléme

{ Lu=f dans (5.8)

u=w  sur ol

Si o est la trace d’une fonction w € H', alors on prend @ :==u —w € H& et
u est solution du probleme de Dirichlet

Li=f dansQ
u=0  surdfl,

ot f:=f—Lwe H Q).
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Dans ce qui suit nous allons donner quelques théoremes d’existence. On
commence par rappeler le Lemme de Lax-Milgram.

Théoréme 14 (Lax-Milgram). Soit H un espace de Hilbert réel. Suppo-
sons que B: H x H — R une forme bilinéaire pour laquelle il existe deux
constantes o, > 0 telles que

[B(u0)| < alfull[lo]  (uv € H) (5.9)
Bllul* < |Bluw)|  (ue H). (5.10)
Alors, pour tout F € H*, il existe un unique élément u € H tel que
B(uw) =< Fv >
pour tout v € H.

Dans ce qui suit nous allons montrer que la forme linéaire définie par
(5.6) vérifie les hypothése Lemme de Lax-Milgram.

Théoréme 15 (Estimation de l’énergie). Il existe trois constantes a3 >
0 et v >0 telles que

IB(wo)] < allullmye ol
Bllull gy o) < 1Buw)] +lull2
pour tous u,w € H}(Q).

Preuve. On a

Buw)| < S faigli~ / Dul | Do| da
1<i,j<N Q
N
S lbill e / Dl [o] dz + e / o] d
i=1 Q Q
<

allull gy @) ol g @)

pour une certaine constante a.
D’un autre coté, par 'hypotheése de Dellipticité (5.4) on a

,u/|Du|2dz < / Z —ai’juziux].dm
Q

1<ij<N

N
= B(u,u)/Zbiuxiudx/cﬁdx
9 et Q

N
Blu)+ 3 bl /Q |Du [u] da + ||c]| = /Q W2 da.

=1

IN
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Maintenant en utilisant 1'inégalité de Cauchy !, on a (¢ > 0)

1
/|Du| |u|dﬂc§5/ | Dul? da:+/u2dx.
Q Q de Jq

En choisissant € petit tel que

e > billz~ < %,

1<i<N
on obtient

,u/ \Du|2d:v§B(u,u)+C'/u2dx
2 Ja Q

pour une certaine constante C. Il suffit maintenant d’utiliser 'inégalité de
Poincaré afin d’obtenir la deuxieme inégalité. O

Comme conséquence

Théoréme 16 (Existence). Il existe une constante v > 0 telle que pour
tout . > 7y et toute fonction f € L*(Q) il existe une unique solution faible
u € HY(Q) du probléme au bord

{ —Lu+pu=f dans )

u=20 sur 0ND. (5.11)

Preuve. En utilisant la constante v du dernier théoreme et pour tout p > ~
on définit la forme bilinéaire, pour tout u,v € H} ()

Bﬂ(u7v) = B(’U,,’U) + M(uav)L27
et la forme linéaire continue
F(v) = (fv)re

qui est continue sur L? et donc sur H}. Par le lemme de Lax-Milgram il
existe une unique fonction u € HE(Q) telle que

BM(U’?U) = (fav)

pour toute v € H (). O

Exemples. Dans le cas ot L = A, prendre B(u,v) := [ Du- Dvdx, et par
I’inégalité de Poincaré le théoreme 15 est vrai avec v = 0.

Il en est de méme pour l'opérateur L sous la forme de divergence (5.2) a
condition que ¢ > 0 dans 2.

1.ab§5a2+£poura,b>06t5>0.
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Remarque 20 Comme pour le cas de l'opérateur de Laplace, on peut mon-
trer que l'opérateur L est positif auto-adjoint, dont l’inverse est compact.
D’ou le spectre de L est une suite croissante de valeurs positives (A\,) qui
tend vers linfini. Pour plus de détail voir [5, Section 5.6] en particulier les
Théoreme 5.6.1 et Corollaires 5.6.2 et 5.6.3.

Comme conséquence sur le probleme de Dirichlet

{ —Lu=MXu+ f dans (5.12)

u=20 sur 012,

on a:

Théoréme 17 Soit A & (\,). Alors

1. Le probleme de Dirichlet précédent admet une unique solution faible
pour tout f € L*(9).
2. 11 existe une constante C' > 0 telle que pour tout f € L?(Q2) on a
lullz2)y < Cllfllz2 )

ot u € HY(Q) est l'unique solution faible du probléme (5.12). Cette
constante dépend uniquement de A, ) et les coefficients de L.

5.2 Principes du maximum

Supposons €2 un domain (ouvert borné connexe) de R™ et on considere
Popérateur L sous la forme (non divergence)

N
Lu:= Y aij(@)Diju+ ) bi(x)Diu+ c(z)u
1<i,j<N =1

pour u € C?(2) N C(Q). On suppose que les coefficients sont continues sur
Q (et donc bornés) et que L est uniformément elliptique dans 2:

> aii(2)&& > plel,
i,J

pour tous x € Q, £ € RY et une certaine constante positive -

Lemme 9 Soit u € C%(Q) N C(Q) vérifiant Lu > 0 dans Q avec c(z) < 0
dans Q. Siu admet un maximum positif dans €2, alors u ne peut pas atteindre
ce mazximum dans 2.
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Preuve. Supposons que u atteint son maximum positif dans Q en zg € Q.
Alors Du(zg) = 0 et la matrice B := (D; j(z¢)) est semi-définie négative.
Par la condition d’ellipticité la matrice A := (a; ;(zo)) est définie positive.
Ainsi la matrice AB est semi-définie négative avec une trace négative, i.e.
> @ij(wo)Diju(zo) < 0. Or cela implique que Lu(zg) < 0 ce qui est en
contradiction avec I'hypothese. O

Remarque 21 sic(z) =0, alors ’hypothése de positivité du mazimum peut
étre omis. Cette remarque est valable pour le reste de la section.

Théoréme 18 Principe du mazximum faible. Soit u € C?(2) N C(Q)
vérifiant Lu > 0 dans  avec c¢(z) < 0 dans Q. Alors u atteint sur 02 son
mazimum positif dans €.

Preuve. Pour ¢ > 0, soit w(z) := u(x) +ee**! (a & déterminer). Alors on a
Lw = Lu + ee*™? [a11a2 + b+ .

Puisque b; et ¢ sont bornées et ajj(x) > p > 0, alors, en choisissant o > 0
assez grand, on obtient

ar1(x)a? + by (z)a + c(z) >0

pour tout x € €. On obtient alors Lw > 0 dans €2. Par le lemme 9, w atteint
son maximum positif sur 0€2:

supw < supw™.
Q N

Alors on obtient

supu < supw < SupwJr < supu + € sup e**'.
Q Q o0 o0 €002

On termine la preuve en faisant tendre € — 0. g

Comme application on obtient 1'unicité de la solution v € C?(Q) N C(Q)
du probleme (5.8) si ¢(x) < 0 dans Q.

Remarque 22 La bornitude du domain § est essentiel, puisque cela garan-
tit lexistence du mazimum et du minimum sur Q. Nous avons déja vu que
Uunicité n’est pas vrai dans le cas ou €} est non borné. Aussi le signe de ¢
est important.

Exemple. Soit Q := {(z,y) € R% 0 < z,y < 7}. alors u := sinxsiny est
solution non triviale du probleme

Au+2u =0 dans Q
u=20 sur Of).
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Théoréme 19 (Lemme de Hopf). Soient B une boule ouverte dans RV
avec 19 € OB et u € C*(B) N C(B U {x0}) vérifiant Lu > 0 dans B avec
c(x) < 0 dans B. Supposons aussi que u(x) < u(xg) pour tout x € B et
u(zo) > 0. Alors pour tout vecteur v sortant en xo avec v-n(xg) >0 on a

l inf %[u(mo) —u(zo —t1)] > 0.
Preuve. On peut supposer que B = B(0,r). On suppose aussi que u € C(B)
et que u(x) < u(wg) pour tout z € B\{zo} (puisque on peut construire une
boule B; tangente & B en xy avec By C B).

Soit v(x) := u(z) + eh(x) pour une certaine fonction positive h, ¢ > 0
choisit telle que v atteint son maximum positif seulement en xy. Notons
Y := BN B(xg,5). Soit h(x) := e~eltl” — ¢=em® ayvec o > 0 & determiner.
Montrons que Lh > 0 dans ¥. Par un calcul direct on a

Lh = ekl 442 Z a;j(x)zx; — 2 Z a;j(z) — 20 Z bi(x)x; +c| —ce™”
irj i i

> e ool | 402 Z a;j(x)zir; — 2 Z(aij (x) + bi(z)z;) + ¢
| 1,7 %

Par ellipticité on a

Zaij(w)xi%‘ > M|1‘|2 > ,LM"Q/4 > (0 dans X.
5]

Ainsi pour « assez grand Lh > 0 dans X. D’ou Lv = Lu + ¢Lh > 0 dans
Y pour tout € > 0. Par le lemme 9, v ne peut pas atteindre son maximum
positif dans X.

Montrons maintenant que pour € > 0 petit, v atteint son maximum

positif en xg. Pour cela on regarde v sur la frontiere 0.

— Pour z € 0¥ N B, comme u(z) < u(zo), alors u(x) < u(xrg) — 0 pour
un certain § > 0. Prendre € > 0 tel que eh < § sur 90X N B. alors on
obtient v(z) < u(zo) pour x € do N B.

— sur XNIB, h(x) =0 et u(x) < u(zg) pour x # xg. Alors v(x) < u(xp).

On conclut que pour t > 0 petit on a

v(xo) — v(zo — tv) >0
; >

En faisant tendre ¢ — 0 on obtient

1 h
. . - _ _ >_ P .
limipf 5 [u(zo) —ulzo — )] 2 —e5 (z0)

Par définition de h on a dh/dv(xg) < 0. O

2
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Remarque 23 Si de plus u € CY(B U {z0}) alors

ou

Théoréme 20 (Principe du mazimum fort). Soit u € C*(Q) N C(Q)

vérifiant Lu > 0 avec c(x) < 0 dans Q. Alors le mazimum positif de u dans
Q peut étre considéré seulement sur le bord 02 sauf si u est constante.

Preuve. Soit M le maximum positif de v dans Q et soit o := {z € Q; u(x) =
M}. o est fermé dans €. Supposons que o # et montrons que o = . Sinon, il
existe une boule ouverte B C 2\ o avec un point sur sa frontiere appartenant
a 0. Pour voir cela, on choisit un point p € Q\o tel que d(p,0) < d(p,092) puis
on étend cette boule jusqu’a qu’elle touche o (avant 2. Soit zyp € 0B No.
On a visiblement Lu > 0 dans B, u(zg) = M et u(z) < u(xg) pour x € B.
Le théoreme 19 montre que du/Idn(zg) > 0 ol n est est un vecteur normal
sortant en xg a la boule. Mais zg est un point intérieur maximum, D’ou la
contradiction. O

Corollaire 7 (Principe de comparaison). Soitu € C?(Q)NC(Q) vérifiant
Lu >0 dans Q avec ¢(x) <0 dans Q. Siu <0 sur 092, alors u < 0 dans .
De plus ou bien u < 0 dans Q ou bien u =0 dans €.

Corollaire 8 Supposons que €2 admet la propriété de “sphere intérieure” et
u € C2(Q)NCH(Q) vérifiant Lu > 0 dans Q avec ¢(x) < 0 dans Q. Supposons
que u atteint son mazimum positif en xg € Q. Alors xo € 0 et pour tout
vecteur sortant v en xg on a

)
8%‘(370) >0

sauf si u est constante dans 2.

Le résultat suivant donne le principe du maximum général sans restric-
tion sur ¢(x).

Théoréme 21 Supposons qu’il existe w € C?*(2) N CY(Q) vérifiant w > 0
dans Q et Lw < 0 dans Q. Si u € C*(Q) N CYHQ) vérifiant Lu > 0 dans S,
alors - ne peut pas atteindre dans 2 son mazimum positif sauf si - =const.
Si de plus, o atteint son mazximum positif en xo € OS2 et o Zconst, alors

pour tout vecteur v sortant en xg on a

2 (@)

w

si 2 admet la propriété de la “sphére intérieure”.
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Preuve. Soit v := ;. Alors v vérifie
Lw
Z aijDijv + Z B;D;v + ? v>0
ij i

ou B; = b; + %aijDijw. Il suffit alors d’appliquer le Théoreme 20 et le
Corollaire 8 a v. O

Remarque 24 Si un opérateur L dans Q) satisfait la condition du théoréme
21, alors L vérifie le principe de comparaison. En particulier, le probléme
de Dirichlet

{ Lu=f dans (5.13)

u=¢@  sur ol

admet au plus une solution.

5.3 Régularité

Dans cette section on s’intéresse a la question de la régularité des solu-
tions faibles d’une équation elliptique de type

Lu=f dans €. (5.14)

5.3.1 Motivation

Considérons le probleme
—Au=f dansR™. (5.15)

Afin de justifier le calcul suivant on suppose que u est réguliere et s’annule
rapidement a l'infini. Alors

2 2
fedx = /RN[AU] dzx = Z /RNummumjxj dx

RN

1<ij<N
= — Z / Ugz;0; Uy AT (5.16)
1<ij<n /RY
= Z / Uz Uz dx:/ ]D2u|2d:6.
1<ij<nN /RY R
En d’autres termes || f||z2 = ||D?u| 2. D'une facon similaire, en dérivant

I’équation (5.15) on obtient

—Auy, = fi,
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ol Uy, := Uy, et fi 1= fz, pour k =1,--- N. En répétant le calcul précédent
on peut estimer la norme L? de la troisieme dérivée de u en fonction de
la premiere dérivée de f. En continuant, on voit que la norme L? de la
dérivée m 4 2 de u peut étre controlé par la norme L? de la dérivée m de f,
m=0,---.

Ces calculs indiquent que f € H™ implique u € H™+2, ou bien u admet
deux dérivées de plus dans L? que f. Bien siir pour ce calcul on a supposé
que u est réguliere (u € C3).

Cependant dans la suite nous allons utiliser I'analyse des différences fi-
nies. Nous allons commencer par donner quelques résultats sur ces différences
finies. La preuve sera laissée a titre d’exercices.

5.3.2 Différences finies

Soit u: Q2 — R a locally integrable function and V' CC Q.

Définition 12 On définie pour k € {1,--- N} et h € R, h # 0, |h| <
dist(V,00)
u(z + heg) — u(x)

h

dhu(z) ==

et
d"u = (du, - dyu).

Théoréme 22 1. Pour tout p € [1,00) et u € WIP(Q) alors pour tout
VccQ
ld" ]| oy < CllDul| ooy

pour une certaine constante C et tout 0 < |h| < Sdist(V,09).

2. Supposons que p € (1,00), u € LP(V) et pour tout 0 < |h| < $dist(V,09),
Hdhu”Lp(v) < C pour une certaine constante C. Alors u € WHP(V) et
| Dul[ppvy < C.

5.3.3 Théorémes d’injection de Sobolev

Dans cette sous-section on suppose que € est un ouvert borné de RV
dont la frontiere est de classe C'. On note, pour 1 < p < N, le conjugué de
Sobolev de p par

1

2

Noter que p* > p et 1%:5_
On donne maintenant le théor

0%

me d’injection de Sobolev.
Théoréeme 23

LP" () pour p < N,

1,p 8
W) © { Cc(Q) pourp> N.
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De plus, pour u € Hé’p(Q),
[l - @ = CllDul| Ly pour p < N,

1_1
[ull o) < ClQN " #[|Dullrp) pour p> N.

Corollaire 9

pN

Wk,p(Q) c { LN=% (Q) pour kp < N,

m N
cm(Q) pour 0 <m < k— .

Corollaire 10 Si u € Wéc’p(Q) pour un certain p et tout k € N, alors
ue C>®(Q).

5.3.4 Régularité intérieure

Dans ce qui suit u € Hg () est solution faible de I'équation (5.14), o1 L
est sous la forme divergence.

Théoréeme 24 Régularité H? intérieure

Supposons que a; ; € C1(Q), bi,c € L®(Q), 1 <i,j < N et f € L*Q). Alors
la solution faible v € H*(Q) de l’équation (5.14) vérifie u € HZQOC(Q); et
pour tout ouvert relativement compact V- dans €2 on a

lull g2evy < C [I1f1r2) + lull 2] (5.17)
ot la constante C' dépend seulement de U,V et les coefficients de L.

Remarque 25 Noter queu € H' et non H&, car on ne suppose pas nécessairement
que u = 0 au bord.

Remarque 26 Noter que puisque u € leoc’ on a
Lu=f presque partout dans Q.

En fait, puisque pour tout v € D, on a

B(u,w) = (f,v) 2.

2

Puisque u € Hloc

en intégrant par parties on obtient
B(u,w) = (Lu,v) 2.

Donc (Lu — fv)r2 = 0 pour tout v € D, i.e. Lu = f presque partout.
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Dans ce qui suit, en itérant 'argument précédent, on obtient une régularité
intérieure supérieure.

Théoreme 25 Soit m un entier positif et supposons que a; j,b;,c € Cm™tHQ),
f € H™(Q). Alors la solution faible u € HY(Q) de l’équation (5.14) vérifie

UNS H%Z%Q); et pour tout ouvert relativement compact V' dans € on a

[ullms2vry < C {1 fllam ) + lull 2] (5.18)
ot la constante C' dépend seulement de m,Q,V et les coefficients de L.

En répétant le théoreme précédent pour tout entier m > 0 on obtient la
régularité de la solution.

Théoreme 26 Supposons que a;j,bi,c € C®w), 1 < ij < N et f €
C>®(Q). Alors la solution faible u € HY(Q) de I’équation (5.14) est de classe
.

Preuve. En appliquant le théoréme 25 on a u € Hfgc(Q) pour tout entier
m =1,2,---. On en déduit que u € C*(Q) pour tout k =1,2---. O

5.3.5 Régularité au bord

On étend maintenant les estimations de la sous section précédente pour
étudier la régularité de la solution faible jusqu’a la frontiere.

Théoréeme 27 Régularité H? au bord
Supposons que a;; € C1(Q), bj,c € L>*(Q), 1 <i,j < N, f € L*(Q) et que
00 est de classe C2. Alors toute solution faible u € H} () du probléme

Lu=f dans
{ u=0  surdfl, (5.19)
vérifie u € H*(Q); et on a
lull g2y < C [IIf 22 + lull 220, (5.20)

ot la constante C' dépend seulement de ) et les coefficients de L.

Remarque 27 Sinous avons l'unicité, en utilisant Théoréme 17, l'inégalité
(6.13) devient

ullz20) < Clfllz2()-

Remarque 28 Noter que, en comparaison avec le Théoreme34, ici on sup-
pose que u = 0 au bord.
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Théoreme 28 Soit m un entier positif et supposons que a; ;,b;,c € cmH(w),
1<i4,j <N, feL*Q) et que 9N est de classe C™ 2. Alors toute solution
faible uw € HE(Q) du probléme (6.12) vérifie u € H™2(Q); et on a

ull sy < C [l am @) + lull 2] (5.21)
ot la constante C' dépend seulement de € et les coefficients de L.

Remarque 29 Sinous avons l'unicité, en utilisant Théoréme 17, l’inégalité
(5.21) devient

[ull m+2(qy < Clfllam0)-

Théoreme 29 Supposons que a;j,bi,c € C®(), 1 < i,j < N et f €
C>®(Q) et que 0N est de classe C°°. Alors toute solution faible u € HE(Q)

de l’équation (6.12) est de classe C*°(12).

Preuve. En appliquant le théoreme 27 on a v € H™()) pour tout entier
m = 1,2, . Par les injections de Sobolev, on en déduit que u € C*(Q) pour
tout k=1,2---. O

5.4 Estimations a priori et du gradient

Dans cette section nous donnons les estimations a priori et du gradient.
On suppose que L est sous la forme de non divergence et on note A une
norme sup des a;; et b;:

y bil < A.
max [aqj| + max [bi] <

sy

Proposition 16 Soit u € C%(Q) N C(Q) une solution de

Lu=f dans
u=¢  sur df)

pour une certaine fonction f € C(Q) et ¢ € C(0). Si c(x) < 0 alors pour
tout x € Q on a

<
[u(z)| < max|p + Cmax|f] (z€Q)

ot C' est une constante positive qui dépend seulement de u, A et diam(S2).

Preuve. On va construire une fonction w telle que
(i) L(w+xu) = Lw=+ f <0, ou bien Lw < Ff dans (.
(ii) wxu=w=x ¢ >0, ou bien w > F¢ sur 0.
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Notons F' := maxq |f| et & := maxyq |¢|. On a besoin de Lw < —F' dans 2
et w > & sur 02. Supposons que le domaine €2 est dans 'ensemble 0 < z1 < d
pour une constante positive d. soit w = ® + F[e®? — ¢*®1] avec a > 0 &
déterminer. Alors on a

—Lw = [a110° 4 b1a]Fe®® — ¢® — cF[e? — 1]

> [a11a2 + bla]F > [/LOJ2 + bla]F > F

si on choisit a assez grand tel que oy + by(z)a > 1 pour tout € Q. w
vérifie (i) et (ii). Par le corollaire 7 (le principe de comparaison) on conclut
—w < u < w dans §2, en particulier

sup |u| < @ + Fle —1]
Q

ol « est une constante positive qui dépend seulement de p et A. ]
La proposition suivante est une généralisation du résultat précédent au
cas “conditions au bord mixte”.

Proposition 17 Soit u € C?(Q) N C(Q) une solution de

Lu=f dans Q)
Ut a(z)u=¢ surdQ

ou n est la normale sortante ¢ 0Q. Si c(x) < 0 dans Q et a(x) > apg > 0
sur 092, alors on a

<
ju(@)] < max ol + Cmax|f| (z € )

ot C est une constante positive qui dépend seulement de u, A, oy et diam(2).

Preuve. 1- Si ¢(z) < —¢p < 0 et montrons que u < %F + O%(P. Soit
V= %F+aio<1>:|:u. Lv = c[%F—i—a—lO@]:l:f < 0 dans Q et g—fl—i—ozv = a[%F+
ai()(I)] + ¢ > 0. Si v admet un maximum négative dans Q il est atteint en
xo € I (principe du maximum) donc % < 0 et donc % +av < av(zg) <0
contradiction. Alors v > 0 dans Q et donc |u| < %F + OZLO(I).

2- Si ¢(z) < 0. Soit u(z) = z(z)w(zx), z > 0 a déterminer. Alors on a

S aiDijw+ Y. BiDiw + [c+ LY a;jDijz + 1 Y biDiz] w = g dans Q
%+ (o) + T w =2 our 90

z
ou B; = b; + %Zj[a’ij + aj;)Djz. On va choisir z > 0 dans Q tel que le
nouveau c soit comme dans 1. i.e. tel que [c + % > ai;Dijz + %Z biDiz] <

co(AAap) <0 et a+ %g—fl > %040, ou bien

Eaifz < lag sur 0f2.
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Supposons Q@ C {0 < z; < d} et prendre z(z) := A+ e — "1 A et B a
déterminer. On a

1 b Br1 2 b Bx1 1
—= 3 ay Dy ZbD [B%a11 + Bbi]e’™ _ [B%an + BbiJe”™
z

z - A+ efd — A+t efd
si § grand tel que Bai; + Bby > 1. Et
10z 1
S| S A0S e

pour A grand. On applique alors le premier cas pour obtenir le résultat pour
w et donc pour wu. O

Nous allons terminer cette section par deux résultats de type “estima-
tions du gradient”. L’idée de base, du a Bernstein, est différentier I’équation
par rapport a xx, 1 < k < N, multiplier ensuite ’équation par Dju et som-
mer sur k. En appliquant le principe du maximum & la fonction v = |Du|? on
obtient les estimations recherchées. Dans la littérature il existe deux type
d’estimations du gradient: globales et intérieures. A noter enfin que nous
allons traiter des équations semi-linéaires.

Soit © un domaine borné et connexe de RY. On consideére 1’équation

Z aij(z)Diju + Z bi(x)Diju = f(z,u) in Q. (5.22)

1<4,j<N 1<i<N

On va considérer u € C?(2), f € C(Q x R), et Pon suppose que les a;;
et les b; sont continues et donc bornées sur 2. On suppose finalement que
I'opérateur est uniformément elliptique dans €2, dans le sens que

2
> aii&iés > pll
i7j
pour tout z € Q et tout £ € RV et pour une certaine constante positive.

Proposition 18 Soit u € C3(Q) N CY(Q) vérifiant (5.22) dans Q ou les
aij.bi € C1(Q) et f € C(Q xR). Alors on a

sup |Du| < sup |Du| 4+ C
Q o0
ou C' est une constante positive qui dépend seulement de pu, |aij|cl(§), |bi‘cl(§)
M = |u’L°°f |f|Cl(§X[—M,M]) et dmm(Q)

Preuve. Soit L 1=}, o; ;< @i (%) Dijut) 1 ;< bi(2) Dju. Calculons d’abord
L(|Du|?). Noter que

D;(|Dul?) <Z ]Dku\2> = Z 2DyuD;pu

k
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et donc
Dij(|Dul?) = Z 2DyiuDyju + 2DguDy;ju. (5.23)
k

En dérivant (5.22) par rapport a zj, en multipliant ensuite par Diu puis en
faisant la somme sur k on obtient (en utilisant (5.23))

ZaijDijUDU’z) + ZbiDi(\Du|2) = QZaijDkiUiju - QZDMUDWDUU
ij i i i.j
—2 " DybiDyuDju + +2Dy f|Dul? + 2Dy, f Dyu.

7

Par ’hypothese de 'ellipticité on a
Z aij DyiuDgju > p|Dul?.
/[:7.j7k
Par I'inégalité de Cauchy (avec € = 2u) on a
L(|Du|*) > p|D*ul* — C|Du|* — C (5.24)

ou C est comme dans I’énoncé. Toujours par I’hypothese de ellipticité on a

L(UQ) =2 Z al-le-uDju + 2u Z Dl-ju + Z biD;u| > 2u|D2u|2 + 2uf
2% (2] (
Ainsi on obtient
L(|Dul* + au®) > p|D?*ul* + 20 — C)|Dul* — C > p|D*ul* 4 |Dul* — C
pour « > 0 grand. Afin de contréler la constante on considére une autre
fonction ef?1 avec 3 > 0. On obtient alors

L(|Dul?® + au? + €°71) > p|D?ul?® + | Dul* + [ﬁ%neﬂfl + Bbyel™r — c} ,

Si le domain Q C {z; > 0} alors %1 > 1 pour tout = € . En choisissant 3
grand, le dernier terme devient positif. Posons alors w := |Du|? + au? + €521
avec « et 8 (qui ont les mémes dependence que C') on obtient Lw > 0 dans
Q. Par le principe du maximum on obtient

supw < sup w.
Q o0

0

D’une facon similaire on obtient les estimations intérieure du gradient.

Proposition 19 Soit u € C3(Q) vérifiant (5.22) dans Q ou les a;j,b; €
CHQ) et f € CHQ x R). Alors pour tout compact Q' € Q on a

sup |Du| < C
Q/
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ou C' est une constante positive qui dépend seulement de 1, |aij| o1 (g |bil o1 (@)
M = Julree, | flor@xon,n), dist(€,0Q) et diam($).

Preuve. Soient x € D(Q) x > 0, v := yu et w := x|Dul?> + au? + 1.
Alors
Lv = (Lx)|Dul* + xL(|Dul*) + 2 ) a;; DixD;| Dul?.
,J
Par I'inégalité (5.24) on
Lv > ux|D*ul* + 2 Z aijDguD;xDyju — C|Dul?® + (Lx)|Dul* - C.
i’j
Par Iinégalité de Cauchy on obtient pour tout € > 0
2 Z a;j DguD;xDyju < €| Dx*|D*ul* + ¢(e)| Dul?.
0,
Si ’on suppose que la fonction y vérifie
|IDx|?* < Cx dans Q

on obtient en prenant € > 0 petit

|Dx|?

1
Lv > px|D?ul? [1 —€ } — C|Du)* - C > §MX\D2U|2 — C|Du* - C.

On peut maintenant reprendre la démonstration de la proposition précédente.
O
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Chapitre 6

Solutions des exercices

6.1 Le Laplacien dans un ouvert de R": Théorie
L? et théorie C,.

Théorie L?: Soit Q un ouvert de RY et X = L?(Q) considéré comme
espace de Hilbert réel. On définit I'opérateur A sur X par

D(A) := {u € H}(Q), Au € L*(Q)},
Au = Au, u € D(A).

Alors on a

Proposition 20 (A,D(A)) est m-dissipatif de domain dense. De plus A est
auto-adjoint négatif.

Preuve. Comme D(Q2) C D(A), D(A) est dense dans X. Soit v € D(A) C
HZ(9), par la formule de Green, on a

< Au,u >:/Au'uda;:—/\Vu|2dx
Q Q

et donc A est dissipatif.
En utilisant le Lemme de Lax-Milgram, pour tout f € X, il existe u € HZ ()
tel que, pour tout v € H} ()

/(uv—l—Vu-Vv) d:x:/fv.
Ce qui donne (par Green) qu’au sens des distributions
u— Au = f.

On voit donc que (u € H}) Au=u— f € L? ie u € D(A). A est m-
dissipatif.
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A nouveau, par la formule de Green, pour tout u,v € D(A) on a < Au,w >=
< u,Av > et donc G(A) C G(A*). Par 2.3.11, A est auto-adjoint. O

Remarque 30 Sila frontiére de Q2 est bornée et de classe C2, alors D(A) =
H?(Q) N HE(Q) avec normes équivalentes (voir [1, théoréme IX 25])

Théorie Cp: Soit  un ouvert borné de RY et Y = L*°(Q). On définit
lopérateur B sur Y par

D(B) :={u € H}(Q)NY,Au € L*(Q)},
Bu = Au, u € D(B).

Alors on a

Proposition 21 (B,D(B)) est m-dissipatif dans L>=(2).

Preuve. 1- B est dissipatif: Soient A > 0, f € Y, M := || f||z~ et u € H(Q)
une solution de u—AAu = f dans D'(Q2). L? C D' et donc (u— M) — AA(u—
M) = f — M dans L?. Posons v := (u— M)" € H}(Q), en remarquant que
Vv = X{ju>m} Vu, on a (Green)

/(UQ—F)\\VU\Q) dr = /dex—i—)\/ \Vul|? dzx
Q Q {lul>M}

= /v2dx+)\/ IVo|? da

= / (f —M)vdz <0.
{lul[>M}

En particulier va <0, donc v =0, i.e. u < M presque partout sur 2. De
méme on montre que u > —M p.p. sur Q. D’out f € L™ et ||f]lec < M, en
d’autres termes [[(I — AB)u||oo > || co-

2- B est m-dissipatif: Si on reprend le premier point avec f € L>® C L? et
A = 1. D’apres la théorie L? il existe u € D(A) solution de u — Au = f dans
L?, mais on a montré que u € L et donc u € D(B) et u — Bu = f. O

Lemme 10 (voir [3, Théoréme 8.30]) Si la frontiére de Q) est Lipschit-

zienne, on a D(B) C Cy(Q2) := {u € C(),u =0, sur 00Q}.

Ce lemme justifie les changements:
Soit Z := Cy(12), et on définit 'opérateur
D(C) :={u€ ZnHi(Q),Auc Z},
Cu = Au, u € D(C).

Proposition 22 On suppose que la frontiere de Q) est Lipschitzienne, alors
(C,D(C)) est m-dissipatif de domain dense.
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Preuve. D(Q2) C D(C) est dense dans Z, donc D(C) est dense dans Z.
D’autre part Z C X et G(C) C G(B). B étant dissipatif, C' l'est aussi.
Comme B est m-dissipatif, pour tout f € Z C L, il existe u € D(B) tel
que u — Au = f. Par le lemme 10, u € Z, i.e. C est m-dissipatif. O

6.2 Reéalisations de Dirichlet

Application 1: La réalisation de Dirichlet. Soit 2 un ouvert dans
RV tel que Q est compact et soit Ty 'opérateur (non borné) définie dans
H = L*(Q) par

D(Ty) =Cg°(Q) , To = —A .
Il est clair que Tp est symétrique et positif ! (donc semi-borné). On considére:
To =Ty + Id.
I est facile de voir? que V est la cloture dans H*(Q) de C5°(€2). Cela veut

dire, au moins si Q est régulier, que V = H}(£2). Le domaine de S est alors
décrit comme

D(S) :={u € H}(Q)| — Au e L*(Q)}.

S est alors I'opérateur (—A + 1) agissant au sens des distributions.
Lorsque 2 est régulier, un théoreme de régularité classique (voir [6]) permet
de montrer que

D(S) = H*(Q)N HA (D) . (6.1)
Nous avons montrer le théoréme suivant

Théoreme 30 L’opérateur 11 définie par
D(Ty) = H*(Q)NHYQ) , Ty = —-A,

est auto adjoint appelé la réalisation de Dirichlet de —A dans 2.

On a juste besoin d’observer que 177 = S — 1 et d’utiliser le fait que si A est
auto adjoint alors, pour tout réel A\, T'+ X est auto adjoint aussi.
Noter que 77 est une extension auto adjoint de 7.

1. On sait méme qu’il est strictement positif.

2. On rappelle qu’il y a deux méthodes pour décrire Hg (2). Dans la premiere définition
on prend juste la cléture de C§°(Q) dans H'(Q).
Dans la seconde définition, on prend Hg (2) comme le sous espace de H' () des distribu-
tions dont la trace est zéro sur le bord. Cela suppose que la frontiere I' = 9€2 soit réguliere.
Dans ce cas, il existe une unique application vo continue de H'(Q) sur H? (") extension
des fonctions C*°(Q) > u — ur. 1l est connu que (cf [1] ou [6]) que les deux définitions
coincident, lorsque la frontiere est réguliere.
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Application 2: L’oscillateur harmonique. On commence avec
Ho=-A+z)* +1,

avec domaine

D(Ho) = C3°(RY) .

En suivant le schéma de la construction de l'extension de Friedrichs, on
obtient d’abord que

V =B'RY):={uc H'RY) | zju e L*(RY) ,Vj € [1,---,N]}.

En fait, commencer par montrer que V C B'(RY) et puis obtenir I’égalité
en montrant la propriété que CS°(RY) est dense dans B(RY). Ainsi on
obtient que le domaine de S comme

D(S) ={u e B*RY) | (=A + |z]* + 1)u € L*(RM)} .

Par un théoréme de régularité (differential quotients method [6]), on peut
montrer que

D(S) = BXRY) := {u € H*RY) | z%u € L*(RY) ,Va t. q. |a] < 2}.

6.3 Fonction de Green sur une boule

Proposition 23 La fonction de Green sur la boule B(0,R) est donnée par
(i) Pourmn >3

Clag) = — 1 ey _|g® Y
(i) Pour N =2
1 x|z
G(xy) = Py log |z —y| — log Rm - f?/ .

et sa dérivée normale est donnée par

oG R? — |z|?

pour tout x € B(0,R) et y € 0B(0,R).

Preuve. Fixons z # 0 avec |z| < R. Soit X = %x. X et x sont reflexive
I'un par rapport a Pautre vis a vis de la sphere 0B(0,R). Noter aussi que la
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transformation = — X est conforme (preserve les angles). Si |y| = R, alors
par les triangles similaires on a pour tout y € 9B(0,R)

lz] R |y—a

R |X| |y-X]|

(6.2)

ce qui implique que

|| v |z
—rl =y Xxl= = - 2!
ly — x| R ly \ o RY

Ainsi, en vue d’obtenir zéro comme valeur au bord, on prend pour N > 3

1 _ R\"7? 1
e = g = () )

Le cas N = 2 est similaire.
Pour la dérivée normale, on a pour x € B(0,R) et y € 0B(0,R)

1 _ R\"? 1
)= gy == () e

alors, par (6.2), on a

I | = —y R\"7? X; -y
D, — | Ty
uGo) aN[u—MN (h1) pexis

oy, R*— |z
~ Rloy |z —yV

En prenant n; = % avec |y| = R

oG
oo@y)= D miDyGluy) =

1<i<N

1 R?—|x)?
Roy |z —y|N~

Remarque 31 La fonction

0G R? — |z|?
K(zy) = —(z,y) = il

on onR|z — y|N

dite noyau de Poisson vérifie les propri¢tés suivantes:
(i) K(x,y) est réguliére pour x # y;
(ii) K(z,y) > 0 pour |z| < R;

(1i1) f|y|:RK(a;,y) do(y) =1 pour tout |z| < R.

Théoréme 31 Formule intégrale de Poisson. Pour tout p € C(0B(0,R)),
la fonction u définie par

u(z) = { Jono.r E@y)e(y)do(y) |z| <R
- Lela) of = R
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vérifie u € C() N C®(Q) et

Au=0 dans
u=¢¢  dans 0S)

Remarque 32 Dans la formule intégrale de Poisson, en remplacant x par

0, on obtient
1

u(0) = m /E?B(O,R) o(y) do(y)

qut n’est autre que la propriété de la valeur moyenne.

Lemme 11 Inégalité de Harnack. Supposons que u est harmonique dans
B(zg,R) et w > 0. Alors

R \"?R—vr R \"?R+r
< <
<R+r> Ry i@0) sulz) < (R—r) R @)

our=|r—ux <R.

Preuve. On prend zp = 0 et u € C(B(0,R)). Par la formule de Poisson on
a
1 R? — |z|?
ww) = o [ ) doty)
Ron Jopor) |z —ylV

Comme R — |z| < |y — x| < R+ |z| pour |y| = R, on a

L Rolel 1 / u(y) do(y) <
Roy R+ |z| (R+ |z|) dB(0,R)

1 R+ |z 1 /
u(z) < — u(y) do(y).
(@) Ron R — |z| (R — |z[)N=2 Jop(o,R) ) dot)

Par la propriété de la valeur moyenne on a

1
u(0) = m /{)B(O’R) u(y) do(y)

O

Corollaire 11 Toute fonction harmonique dans RN majorée ou minorée
est constante.

Preuve. Supposons v > 0 dans RV. Soit € RV et en appliquant le lemme
précédent sur une boule B(0,R), avec R > |z|, on obtient

u(0)

R 1V ?R— |z R 1V 2R+ |z
0) < <
{R+mﬁ R+a¥“)—“”—[R—uJ [
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ce qui implique que u(x) = u(0) en faisant tendre R — oo. O

Théoréme 32 Supposons que u est harmonique dans B(0,R) dans B(0,R)\{0}
satisfaisant

u(z) == { o(log(|z])), N =2

o(|zPN) n>3 lorsque x — 0.

Alors u est prolongeable en une fonction C? et est harmonique dans B(0,R).

Preuve. Supposons u est continue dans B(0,R)\{0} et soit v la solution de

Av =0 dans B(0,R)
v=wu dans 0B(0,R),

et montrons que v = u dans B(0,R)\{0}. Soient w := v—u dans B(0,R)\{0}
et M, := maxyp(o,) |w|- On prend N > 3. Il est clair que
PN=2

’w($)| S MT’:L_|N,2

on 0B(0,r).

Comme w et leﬁ sont harmoniques dans B(0,R)\B(0,r). Alors le principe

de maximum implique

N-2

r
lw(z)| < MTW

dans B(0,R)\B(0,r).
olt M, = maxyp (o) [v—u| < maxpp() [v| maxyp,) [u| < M+maxyp,) |ul
avec M = maxpp g |v]. Ainsi, pour tout x # 0, on a

N-1
r 1 _
lw(z)| < mN_QM + |x’N—2TN 23%1(&0)?) ful — 0 lorsque r = 0.

6.4 Théoreme d’injection de Sobolev

Théoréme 33

LP"(Q) pourp< N

1,p 8 )

A (@) © { C°()  pourp> N.
De plus, pour u € Hé’p(Q),

[ull o= (@) < CllDullLr(0) pour p < N,
11
[ull e (@) < CIQN "7 || Dul|Lpq) pour p > N.
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6.5 Reégularité

6.5.1 Reégularité intérieure

Théoréeme 34 Régularité H? intérieure
Supposons que a; j € C1(Q), bi,e € L®(N), 1 <i,j < N et f € L%(Q). Alors
la solution faible u € H'(Q) de l’équation (5.14) vérifie u € HZQOC(Q); et
pour tout ouvert relativement compact V' dans §2 on a

lull t2(vy < C [I1f11L2e) + lull 2] (6.3)

ot la constante C' dépend seulement de L,V et les coefficients de L.

Preuve. Soient V. .cC W cC Q et ¢ € D(W,RN) avec £ = 1 sur V,
0 < ¢ < 1. Comme u est solution faible de (5.14) on a B(u,v) = (f,v) pour
tout v € H}(2). Alors

Z/ai’jDiuDjvd:E:/fvd:E, (6.4)
ij Q Q

ou

f = f - ZbiDiu — cu.
Soit maintenant |h| # 0, k € {1,---,N} et remplacer v := —d;h[§2d2u]

dans (6.4), alors on obtient (en utilisant df(uv) = updiv + vdlu et avec la
notation a; jx(x) = a;;(x + h))

A= Z/QCL@JD,‘UDjde = —Z/Qai,jDiUDj [d;;h(gdzu)} dx
,J 2¥)

= %:/Qd]kl[ai,jDiu]Dj [(§2d2‘u)} dx

= Z/Q [ai,j,hdZ[DiU] + [diaig)D ’“} D; [(EZdzu) ] e
i

— Z /Q a; ; hdp(Diw)di(Dju)é? dz
]

+> /Q [ai jnd} Dyudiu2€ D€ + df(a; ;) Diud(Dju)€?
]

+d}! (a; ;) Dyudp(u)2€ D€ dx

= A +Ay=B:= / foda.
Q
Par Dellipticité uniforme on a

Ay > u/ €2|di Dul? da. (6.6)
Q
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D’autre part, par la régularité des coefficients on a
42l < € | €ldtDuldbul + €ldLDul Dl + €ldul D],

pour une certaine constante C' > 0. Par I'inégalité de Cauchy ¢ = § on
obtient

4 <4 [ @ldiDudo+C [ Dl
2 Jo Q

ol I'on a utilisé I'inégalité [}, |d}ul? dx < C [, |Dul? dz. Ainsi on obtient
A> “/ €2|dh Dul? dz — C/ | Du|? da. (6.7)
2 Jo Q
On considere maintenant l’autre membre

B::/fvdx,
Q

|B| < C/Q 1+ [Dul + |ul] o] dz. (6.8)

on a

En utilisant I'inégalité HdhuHLp(V) < C||Dul[p(vy for || < dist(V,0U), on
obtient

/yv|2d:c < C/ |D(&%dl)|? dx
Q Q

C [ [idkuP + DG} ] da

IN

IN

c/ [|Du12+§2|p(dgu)|2} dz.
Q
L’inégalité (6.8) avec I'inégalité de Cauchy donne
21 h 1y, (2 c 2, .2 ¢ 2
|B| <e | &ldgDu|*de+ — [ [f*+u’]dx+ — [ |Dul”dx.
Q € Ja € Ja

Pour € = & on obtient

1B| < Z/ §2|dZDu]2d:r—|—C/ (2 4 + |DufP] de. (6.9)
Q Q
En combinant (6.5), (6.7) et (6.9) on obtient
/ |di Dul? dx < / €2 dh Dul? dx < c/ [f?+u® + |Dul?] dx
\% Q Q

pour k € {1,---,N} et |h| # 0 petit. Ainsi (voir Théoréme 22) Du € H}. ()
et donc u € H2 () avec

loc
lull r2(vy < C [I1f 12y + lull o) - (6.10)
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I’équation (6.10) donne

[l g2y < C [Hf”L2(W) + [[ull w5 (6.11)

ou la constante C' dépend de V, W, etc. On choisit une nouvelle fonction
plateau &€ = 1 sur W avec support dans ©, 1 < & < 1. Posons v := £2u dans
I'égalité (6.4), on obtient

/52]Du|2dx < C/[f2+u2] dz.
Q Q
D’ou
lullzrowy < Clllfllzz) + llullzz)-
Cette inégalité et 'inégalité (6.11) donne le résultat. O

6.5.2 Régularité au bord

Théoréeme 35 Régularité H?> au bord
Supposons que a;; € CH(), bj,c € L®(Q), 1 <ij < N, f € L*(Q) et que
00 est de classe C2. Alors toute solution faible u € H} () du probléme

Lu=f dans
{ u=0  surdf, (6.12)
vérifie u € H*(Q); et on a
lull g2y < C [IIf 2 + lull L2, (6.13)

ot la constante C' dépend seulement de ) et les coefficients de L.
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